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解析 单 叶 函数 几何 理论 是 复 变 函 数 的 重要 部 分 , 其 研究 有 较 长 的 历史 , 19 世纪 Riemann 
等 人 给 它 的 发 展商 定 了 理论 基础 . 几何 函数 论 与 其 它 相 关 学 科 ， 例 如 微分 方程 、 解 析 数 论 、 
几何 、 拓 扑 学 等 有 密切 联系 ， 并 普遍 应 用 于 理论 物理 、 力 学 、 动 力学 和 自动 控制 等 方面 ， 从 
而 促进 了 它 在 20 世纪 的 迅猛 发 展 , 取得 了 丰硕 的 成 果 , 产生 了 具有 深刻 思想 的 研究 方法 . 近 
20 年 这 一 理论 更 向 纵深 发 展 ， 多 时 函数 和 单 叶 调和 函数 便 是 它 的 拓 广 。 
| 特殊 解析 单 叶 函 数 是 几何 函数 论 的 重要 研究 内 容 . 我 们 主要 研究 了 特殊 解析 函数 , 其 中 
包括 解析 单 叶 函 数 ， 本 书 是 著者 在 赤峰 学 院 数学 学 院 给 高 年 级 本 科 生 讲授 选修 课 《 单 叶 函 数 
选 讲 》 的 讲稿 修改 整理 而 成 的 . 全 书 共有 四 章 , 前 两 章 和 第 三 章 的 第 一 节 是 预备 的 基础 部 分 ， 
介绍 了 研究 成 果 有 关 的 某 些 基本 理论 和 方法 .后 两 章 中 主要 以 专题 形式 介绍 著者 在 该 研究 
领域 的 研究 成 果 ， 也 参考 了 其 它 相关 文献 ， 指 出 其 来 龙 去 脉 , 详 见 参考 文献 .在 第 三 章 中 主要 
给 出 用 算 子 刻画 的 有 关 典 型 特殊 函数 的 九 类 解析 函数 ， 用 D 算 子 刻画 的 两 类 解析 函数 类 、 
用 复合 算 子 定义 的 关于 共 箔 点 的 解析 函数 类 、 与 星象 函数 有 关 的 两 类 解析 函数 、 有 关 近 于 十 
函数 的 解析 函数 类 、 用 D? 算 子 定义 的 缺 系数 的 解析 函数 类 、 用 HH? 算 子 定义 的 解析 函数 类 ， 
结合 算 子 理论 研究 了 这 些 函 数 类 性 质 ; 第 四 章 中 主要 介绍 拓 广 的 特殊 解析 函数 的 性 质 ， 其 中 
有 些 结果 还 可 以 进一步 改进 或 优化 ， 某 些 函数 类 存在 尚未 解决 的 问题 ， 有 待 更 深入 地 研究 . 
在 第 二 至 四 章 后 面 均 提出 了 对 这 些 函数 类 进一步 研究 的 相关 问题 , 或 给 出 尚未 研究 的 新 的 特 
殊 解析 函数 类 。 
衷心 感谢 我 院 赵 业 喜 教授 多 年 来 在 学 术 上 对 我 的 帮助 与 鼓励 ， 他 仔细 审阅 了 书稿 并 提 
出 很 多 宝贵 的 修改 意见 , 同时 感谢 我 的 同事 赤峰 学 院 数学 学 院 的 歼 恩 和 张 洪 光 老师 对 本 书 
的 出 版 所 做 的 努力 。 | 
鉴于 著者 的 水 平 有 限 ， 书 中 存在 错误 在 所 难免 ， 谨 请 读者 指正 。 


李 书 海 
2007 年 4 月 
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第 一 章 单 叶 函 数 及 其 一 些 基 本 结果 


Riemann 映射 定理 是 复 变 函数 论 中 最 基本 、 最 重要 的 定理 之 一 . 单 叶 函 数 是 解析 
函数 的 重要 部 分 , 研究 其 几何 性 质 是 重要 研究 课题 . 本 章 中 主要 介绍 单 叶 函数 的 基本 
性 质 , 证 明 Rieman 映射 定理 . 其 中 有 些 基 本 结果 在 《 复 变 函数 》 教 科 书 中 均 可 以 找 
到 ， 本 章 不 予 证 明 ， 直 接 给 出 . 


$ 1.1 单 连通 区 域 的 共 形 映射 


在 许多 物理 问题 中 , 问题 的 求解 一 般 与 区 域 的 形状 有 关 . 本 节 中 我 们 研究 单 叶 函 
数 的 映射 性 质 , 使 将 复杂 区 域 的 问题 转化 为 简单 区 域 来 解决 . 这 里 只 给 出 保 形 映射 的 
一 般 性 理论 描述 . 
1. 单 叶 保 形 映射 


首先 介绍 单 连通 区 域 的 概念 
定义 1.1.1 设 D c C. (AAR), # C/D 为 连通 集 ， 即 不 能 用 两 个 不 相交 的 


非 空 开 集 将 其 一 分 为 二 ， 则 称 DD 为 单 连通 区 域 . Ж, 车 C/D 由 几 个 连通 分 支 集 组 
成 ， 则 称 D 为 多 连通 区 域 . 
定义 1.1.2 设 w= (zj,ze 呈 为 解析 函数 , 若 函 数 w = f(z WERD 


射 成 区 域 (D)， 则 称 w=f(z) 为 D 上 的 单 叶 函 数 . 
注 这 里 只 介绍 概念 , 将 § 1.2 中 详细 讨论 单 叶 函 数 的 性 质 . 
定义 113 设 w=f(z) 为 D 上 的 映射 . 若 它 在 娓 内 任意 点 具有 保 角 和 伸缩 率 不 


变性 ， 则 称 w=f(z) 为 D 上 的 保 角 映射 车 保 角 映射 m= 了 (z) 为 单 叶 的 ， 则 称 
w= (z) 为 刀 上 的 保 形 映 射 . 


定义 1.1.4 W E,G 是 两 个 区 域 ， 如 果 解 析 函 数 w = f (2) Ж EBG 的 单 叶 函 数 ， 


且 G= (к), ДИК f (с) Ж E 368 2 G . 

注 在 解析 区 域内 保 形 映射 和 共 形 映射 是 两 个 等 价 的 概念 . 

定义 11.5 局 部 一 臻 收敛、 设 函 数列 f(z):D —C,ne N, 7, (х) 96р Е 
Т, усуе D, IU (2,6) 使 得 {f(z)) ERRU (а 5) 上 一 致 收敛 于 


(с). ДИКУ, (с) # D 内 局 部 一 致 收敛 . 


“局 部 一 致 收敛 和 内 闭 一 致 收敛 是 两 个 等 价 的 概念 . 
利用 反 证 法 ， 结 合 Jordan 闭 曲线 和 Rouche 定理 不 难 证 明 


定理 1.1.1 RRAZ У, (2): р Э С,пе N, f(z) 为 区 域 D 上 的 单 叶 函 数 , 若 函 
数列 {下 (zj 在 DD 内 局 部 一 致 收 但 于 了 (z)， 则 f(z) 为 常数 或 者 吃 内 的 单 叶 函数 . 
证 ”利用 反 证 法 . 设 (д) 不 是 常数 ， 且 不 是 D 内 的 单 叶 函 数 . 那么 
Yoz € D,z +z, (а) = f (z). В (с) 不 是 常数 ， 从 而 此 时 存在 包含 
ED 内 的 Jordan AHR, HRES ZAR 且 在 YY 上 f(z)-f(z)z0. 令 
4=inf (2) -7 (a) 
显然 人 > 0， 当 nn 充分 大 ， 使 得 |f (z)-f(z)<p(ze7); 此 时 我 们 有 
ал00) (a) (ze 
再 根据 Rouche 定理 可 以 得 到 ， уал) f(z 和 Fa f(z) 有 相同 的 零点 个 
Ж, ЖОР f(z)- 了 (z) 至 少 有 两 个 寒 点 ， 这 与 f(z) 的 单 叶 性 矛盾 . ТЕЁ. 


1907 年 Monter 提出 了 解析 函数 的 正规 族 概念 ; 
定义 1.1.6〈 正 规 族 ) 设 T={ 广 :D>Cloe 四 为 D 上 的 解析 函数 类 ， 若 了 中 的 


任意 函数 列 ， 都 包含 一 个 在 万 内 局 部 一 致 收敛 的 子 序 列 . 则 称 开 为 一 个 正规 族 . 
， 利 用 紧 集 ， 等 度 连 续 和 Cauchy 不 等 式 ， 从 Arzela 定理 可 以 得 到 


定理 1.1.2 (Monter 定理 ) 设 T={f,:D 一 Cloe 了 为 万 上 的 解析 函数 类 , E Ж | 


р 的 任意 一 个 紧 子 集 ; 车 在 EE 上 一 致 有 界 ， 则 了 为 DD 上 的 正规 族 . 
显然 单 叶 函数 及 其 导 函 数 都 属于 正规 函数 族 . 
单 叶 函数 作为 映射 把 单 连通 区 域 映射 到 单 连通 区 域 ， 把 多 连通 区 域 映射 到 多 连 
共 形 映射 主要 研究 如 下 两 个 问题 : 


(1) 设 解析 函数 w = f (z), ze Р, 讨论 函数 w = f(z) 是 否 将 区 域 吃 保 形 映 
射 为 区 域 G = f (D) ; (2) 给 定 的 两 个 区 域 疡 和 G ,讨论 是 否 存在 函数 w= 了 (z) 将 _ 
万 保 形 映射 为 G.， | 

2. Riemann 映射 定理 

Riemann 映射 定理 是 近代 复 变 函数 几何 理论 的 起 点 , 并 把 复杂 区 域内 的 共 形 不 变 
量 的 研究 问题 转化 为 较 简单 的 区 域内 的 问题 ， 然 后 利用 共 形 映 射 就 能 得 到 所 需要 的 
结果 . 为 了 证 明 Riemann 映射 定理 ， 需 要 如 下 几 个 引 理 ， 这 里 只 证 明 其 中 三 个 ,其 余 
的 证 明 见 《 复 变 函数 》 基 础 教程 。 

引 理 1.1.1 (最 大 模 原 理 ) 若 函数 w= f(z) 在 区 域内 解析 , 且 不 为 常数 , 则 |y(z) 


在 区 域内 取 不 到 最 大 值 | 
x 引 理 1.1.2(Schwarz 引 理 ) Жуу = (с) ЕМИР ={z: 人 < 甘 内 的 解析 函数 ， 


йд Ж 700) = 0,7 ()|<1, 则 在 D 内 (< f (o) <. 等 号 只 对 函数 
f (z)= ez 成立. 
证 < ф(с)= 20) (гє Рр, =0),ф(0) = 广 (0)， 则 函数 V(z) 在 D 内 是 解析 的 . 若 


4 


г <1, W|o(z) ЕЙ |2] < > 上 的 最 大 值 取 在 圆周 


dart tolas (фт), 


Hez, Фгк—1®@ 


p(z) <1. 由 此 即 得 所 求 的 两 个 不 等 式 . 


假设 在 单位 圆 盘 D 内 有 一 点 zo， 使 得 |p(0)|=1, 则 g(z) 在 zo 点 取 最 大 值 , 因 


此 g(z) 必 为 常数 g(z)=e*， 即 f(z)=e9z. 证 毕 . 
利用 Cauchy 公式 容易 证 明 


引 理 11.3 (Weierstrass)! 设 人 f(z)} 是 区 域内 的 解析 函数 列 ， 它 在 巨 内 内 闭 
一 致 收敛 于 让 (z)， 则 让 (z) 在 已 内 是 解析 的 ， 且 对 于 每 一 个 正 整数 上 > 1L fP (2) й 


内 闭 一 致 收敛 于 fO (z). 
利用 引 理 1.1.3 得 到 如 下 引 理 : | 
引 理 1.1.4 (Hurwitz) Í f. (с) ERRE РОТ ВА ЖЛ, BEE ра ру 1—38 


收敛 于 f(z), (2) 0: ВАША р(аК) = [2:|2а| <) сЕ, # |z —a]= R Б, 


f(z) 60, ДЕТЕ У, л> N 8, (2), f (о) ERE D(aR) 内 有 相同 个 


证 由 于 在 圆周 Tr:|z-al=R 上 ， у(х) +0, Ж 
б=їлї {|f (4): ze Г}> 0. 
ПЕГЕ (с) Зо у, (с), WEEER N. 8834 n2 N 时 ， 有 


|0902 (се Г). 所 以 对 于 zeT， 当 n> МВ, 9 
1 1 rae 
f(z) FD | /(2)/(2) |. 


po! t, zer. B53% 113 知 ，f(z) 一 f(z),zeT. 于 是 
(a) FO оол 


А) f (2) ze T. 由 此 得 到 
f(z) f(z) 


二 [9а = lim— [Әл 


2лї* f(t) =mi tf (1) — 


TL [ЖО 只 取 整 数值， 故 存在 N, 当 n> N 时 ， 有 
2лі т f (t) 


ра 
2лї^ f(t)  2æiT f. (t) 
证 毕 . ` 


引 理 1.1.5 设 巨 是 复 平面 内 的 单 连 通 区 域 ，w= gz) 是 已 中 的 单 叶 解析 函数 ， 
EH E BiA AAR D= {z<} ANKRE GE) S wr Bd E, B. 


z © PF, 则 在 EE 内 存在 一 个 单 叶 解析 函数 到 (z) ， 将 巨 映射 为 单位 圆 担 DD 内 的 区 域 . 


lg (Л > (4 (2). 
证 考虑 单位 圆 盘 映射 为 自身 的 映射 


2-1 
1-75 


其 中 复数 ! 满 足 川 <1. р ААА А А081, ОНЫН р 存在. 


t 


HE t, 3r||<1L:re 9(E), 则 Gy ° ó Ж E РК nr ИТ, ERAF 
因此 存在 EE 内 的 解析 函数 WY(z) ， 使 得 罗 = 2 p 是 内 射 . Ba =wlz),ze E. 
5ф = Gs оу, RIERA Е рТ. 如 果 记 5S(w) =w?， 则 有 

ф=ф,°$оу=ф,о$оф „оф. | 
ЖЕУ ó (z, ) = 0, 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 得 到 
$(z)=H (0) (5), H =2@,°So0 ve 
HT H ЖИЛ A 自身 的 真子 集 ， 根 据 引 理 1.1.2， 得 到 | (o)| < 1, 由 此 即 得 


lA (a) > |Ø (д)|. ЖЕЕ. 
定理 11.3 (Riemann) 设 已 是 复 平面 内 的 单 连 通 区 域 ， 其 边界 至 少 含有 两 个 不 
同 的 点 . 任意 给 定 一 点 д, є E, 则 存在 唯一 的 解析 单 叶 函 数 8(z), 将 巨 映射 为 单位 


| <1， 使 得 


‚&(%)=О;агв в (zo) >0. (1.1.1) 

证 “因为 扩充 复 平面 人 及 平面 C 不 能 映射 为 单位 圆 盘 . 所 以 假定 E 至 少 有 两 个 
边界 点 . 设 ab 为 E 的 两 个 不 同 的 边界 点 . ча, bto, З (2-а) (2-Б) HA 
边界 点 0,eo. 当 b= 时, 变换 za 将 Е 变 为 单 连通 区 域 E ， 有 边界 点 0,co. 因此 
。 我 们 总 可 以 假定 BEURA O, 任意 包围 原点 的 简单 连续 闭 曲 线 必 与 的 边界 相 
交 . 因为 如 果 它 整个 在 E 内 成 为 E 的 内 点 ， 则 原点 属于 E, 同时 它 也 不 可 能 全 都 是 EE 
的 外 点 ， 如 果 我 们 令 z = Vz, 这 个 函数 在 E 内 有 解析 分 支 ， 因 为 当 z 在 内 描绘 一 


条 闭 曲线 时 ， 这 条 曲线 不 包围 原点 . 取 定 一 个 分 支 后 ， 这 个 函数 还 是 单 叶 的 , 它 将 E 
共 形 映射 为 单 连通 区 域 巨 . 若 z ес Е НО, Wz = -~c 是 瓦 的 外 点 . 


c 


1 
z = | | (1.1.2) 


将 巨 共 形 映 射 为 有 界 单 连通 区 域 .因此 假定 EE 是 有 界 域 . 变换 z= z, + d 3⁄4 


, 共 形 映射 为 音 连 通 区 域 巨 ， 并 选取 d 使 得 .为 含有 原点 z= 0, 它 是 的 像 . 因此 


可 以 假定 E 是 含有 原点 的 单 连通 区 域 ， 还 可 以 用 旋转 将 映射 函数 的 初始 条 件 进行 正 
规 化 : 


f(0)=0,f (0)>0. (1.1.3) 

用 了 表示 在 了 内 解析 单 叶 , 且 满 足 条 件 (1.1.3) 和 |f (zj|<1(ze EE) 的 函数 f(z) 

组 成 的 闫 当 ; 为 充分 小 的 正 数 时 亿 E 工 ， 所 以 下 地 从 下 面 我 们 利用 引 理 1.1.5 讨论 

函数 类 T 的 一 个 极 值 问题 ， 技 一 个 函数 f(z)je T ,使 得 了 (0) 最 大 可 能 的 值 . 因为 E 

аЛ, Ы E WEEER] p> 0v (z )ет, Ж (2) (сє E) 
о 


和 Cauchy 公式 得 广 (0)<(Vp). 因 此 正 数 集合 { 广 (0): f(z)e T) 是 有 界 的 . $ 


д.=зир{ f (0)}. (1.14) 
feT 
下 面 要 证 明 存在 一 个 g (z)e Т, 使 得 g8 (0)= 公 并 验证 函数 8 (z)e 人 为 所 求 的 
映射 函数 。 | 
因为 (с) 在 EE 内 解析 单 叶 函 数 且 |f (2) <1( ze Е), ТИТЕ. и 
- ato 


аа, лме, у, (с) є Т, 使 得 万 (0) 2-1. REANA, (z)} 的 收 
敛 子 序列 为 {f(z ， 则 有 limf, (0) =. ВЕ Е Й Заст 
TORON 

由 引 理 ,1.1.3 I g (Zz) 在 内 解析 且 满 足 (1.1.3),- g (之 ) 不 是 常数 , A31 1.1.1 
可 知 8 (2) 满足 lg (zjj<1(ze E); 

RASERER g (z) 在 EE 内 的 单 叶 性 , 假设 g (z) 在 已 内 不 是 单 叶 ， 由 音 
叶 函 数 的 定义 在 无 内 存在 不 同 的 两 点 za,z 使 得 8 (2) = g ( 纪 ), 则 在 z,z 的 邻 域 
内 ,利用 引 理 1.14, 对 充分 大 的 ,f(z) 分 别 在 两 个 邻 域 中 取 相 同 的 值 , + f, (z) 
不 是 单 叶 的 , 故 8 (z) 是 单 叶 的 , 由 此 得 到 g (z)e Т. 根据 引 理 1.1.$ ，g (z) ЕШ 
врева ыа. | š 
ЕВНИЕВ, BAAR ос G (z) нё ЕВ 
| 为 单位 圆 盘 |w| <1. 且 满足 (1.1.3) R. аео) соге JE «зау 
自身 ， 由 引 理 112, |F(w)s|w ËB Ga alg(a) Жйс(дже(д) 的 地 位 ， 又 得 
Helooo BEEE ele: ЖЖ (гук (д Ж Е AREN., 


|lG(z)/g(zj|=L 利 用 引 理 1.1.1 可 知 g(z)=G(z). 证 毕 . 
除了 下 列 两 种 情况 ，(1) 区 域 是 全 平面 ，(2) 区 域 是 全 平面 除去 一 点 外 其 余 任 
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意 单 连通 区 域 都 能 遇 射 到 单位 圆 盘 D (о: Тр. 


定义 117 (映射 半径 ) 设 f. (z) Æ Rieman 定理 中 的 单 叶 函数 ， 且 满足 
falz) =O fa (20) >0, M peA f(z)=0,f (а)= ЖЖ E S BF pk А н bu [Bl 


hlz 


# D. Ж АЖ p= l JERE EA z ВАР, 
. f(z) А 
3， 边 界 对 应 定理 


Riemann 映射 定理 中 没有 涉及 到 ， 当 解析 单 叶 函 数 把 单 连通 区 域 已 共 形 映射 为 
单位 圆 DD 时 ， 区 域 的 边界 之 间 有 何 关系 . 即 单 连通 区 域 忆 到 单位 加 D 的 共 形 映射 函 


数 w= f(z) ВЕР ЭК. DARBH. 这 时 区 域 互 的 边界 起 了 决定 性 的 作用 . 
这 里 只 叙述 不 同形 式 的 边界 对 应 定 ， 证 明 详 见 文 [6][7]. 

定理 1.1.4 设 巨 是 一 条 简单 闭 曲线 荆 所 围 成 的 区 域 . 若 函 数 w= f (2) ЖЕЕ ЖЖ 
映射 为 单位 圆 盘 刀 ， 则 多 = f(z) TEWRAT E, 4848 f (z) 在 区 域 五 上 连续 ， 并且 
建立 起 巨 到 万 的 一 同 胚 映射 ， 


定理 1.1.4 存在 逆 定 理 : | 
定理 11.5 ШЕМЕ 是 给 定 的 两 个 单 连通 区 域 ，E”* 是 有 界 . ШЖ 


w= (х) ЖЕН, ЖЕ 8, E = у (ӘЕ) 同 向 的 双方 单 值 映射 ， 则 


w= F(z) 是 到 一 到 的 单 叶 映 射 . 


证 由 已 知 条 件 ， 只 须 证 明 w= (z) ŒE RRIHET. 令 w = f (ƏE), НЛ Ж 


理 可 知 ， 太 ( z) 在 已 内 取 值 为 Wu 的 个 数 等 于 


М (э) == Ax argÍ f (z)— wo}. | 


由 于 9BE У дЕ 是 双方 单 值 的 ， 且 保持 方向 相同 ， 从 而 有 
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А. arg{ f (z) w, | = А arg{w—w,}. 


1,0 € Е“; 
TORMA 
+ Wo . 


807 (0) Е ARE 中 的 每 一 个 值 正好 一 次 ， 亦 w= (с) E E E e 
射 . 证 毕 . | | 
定理 1.1.6 设 w= f (z) 是 单 连 通 区 域 妃 到 单位 圆 盘 D 的 共 形 映射 . 对 于 每 一 个 


可 达 边 界 点 z， 对 应 于 单位 圆周 |y| = 1 上 确定 的 点 W， 使 得 当 z 在 五 内 沿 着 确定 z 
的 曲线 LEF z 时 ， 相 应 的 w= f(z) 趋 于 W 互 的 两 个 不 同 的 可 达 边 界 点 对 应 于 
| 中 =1 上 的 两 个 不 同 点 . 车 已 是 | 由 =1 对 应 于 瑟 的 可 达 边 界 点 的 点 集 ， 那 么 正在 


|w] = 1 上 处 处 稠密 的 . 


‚ 4. 特殊 映射 
(1) 分 式 线性 映射 | 
分 式 线性 映射 是 理论 上 和 应 用 中 重要 的 一 类 映射 ， 在 实际 应 用 中 可 利用 它 来 做 
出 具体 区 域 间 的 映射 . i 

函数 

az+b 

w= „a,b,c,d E C,ad —bc + 0. (1.1.5) 
cz+d 


称 为 分 式 线性 映射 . 当 ad -bc =0 时，w 为 常数 或 无 意义 . 
显然 (1.1.5) 中 ， 参 数 a,b,c,de C， 分 别 取 特殊 值 时， 得 到 四 个 基本 映射 : 


平移 映射 w=z+B( fe C); 旋 转 映 射 w=e?z(9e R); 相似 映射 w=7z (7>0); 


反 演 映射 w=1. 反之 ， 任意 分 式 线性 映射 均 可 用 以 上 四 个 基本 映射 的 复合 表示 . Ж 
2 
性 映射 的 逆 映 射 还 是 线性 映射 . 分 式 线性 映射 具有 保 角 、 保 图 、 保 对 称 性 和 保 交 比 不 
性 . 
若 将 复 平 面 上 的 直线 视 为 过 无 穷 远 点 的 圆周 ， 则 线性 变换 有 如 下 基本 性 质 
定理 117 设 W 为 分 式 线性 映射 ， 则 (1) Ww 把 圆周 映 为 圆周 ，(2) 
(2,,2,,24,23) = (эл, W уң, w). (3) 线性 映射 w 把 关于 圆周 二 的 对 称 点 z z 映射 为 


像 圆 周 荆 的 对 称 点 Ww,w, з СА) 线性 映射 将 z 平 面 上 的 互 异 三 点 (k=1,2,3), 映 射 


为 w 平 面 上 给 定 的 相 异 三 点 w (k= 12,3). 


ЛБ 2 [Н] И) 27 5% ЖЕШ: 
L Imz>0— Imvw>0 (上 半 平 面 映 射 成 上 半 平 面 ) 
_az+tb 


„a,b,c,d e R,ad — bc > 0. 
cz+d 


П. Imz>0 一 | 中 <1 (上 半 平 面 映射 成 单位 圆 的 内 部 ) 


м=е 20 g lE К, Тт > 0. 
z- 


m eissi anesan 


= 2—6. a zz 98 .|01<1. 


W. асом созвана 


у= е 


(2) 单位 圆 映射 为 由 条 射线 构成 的 “ 星 形 ”的 外 部 的 映射 


Z geRRew>0. 
& 


2 
1+2") 
„=“ „|м <1,ага у= (к -1)26 к= 1,2, 
当 n 二 2 时 ， 得 到 + 


| 

w=—| Z 十 一 

2 z Y 

称 之 为 儒 科 夫 斯 基 映 射 . 它 将 单位 圆 内 部 映射 为 除去 闭 区 间 [一 1,1] 外 的 复 平面 


` 
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, $ 1.2 单 叶 函数 的 充 要 条 件 
1， 单 叶 函 数 的 定义 、 必 要 条 件 
定义 1.2.1 设 w= f(z) 是 区 域 巨 内 的 解析 函数 ， 若 对 Vz,z, e E, z 2 z, N, ` 
E f(a) f (д), ИЖ f (z) E E BRAHES. | 
定理 12.1 设 单 叶 函 数 w= (z) 将 区 域 刀 映射 为 区 域 G ,go(w) 是 G 内 的 单 叶 
函数 ， 则 复合 函数 g[ (а) Е Рано тда. 
证 显然 gp[ f(z)] 是 殖 内 的 解析 函数 . 对 Vai,zye E,z =, HF f (z) tt 


时 性 可 知 ，mw = (д) # flem mmes 又 因为 9(w) 是 G 内 的 单 叶 函 数 ， 所 以 
我 们 有 
Ф[э]=Ф[/ (a)]z9[f (2)]=9[w]. 

HAR o| f(z)] 是 EE 内 的 单 叶 函数 . 证 毕 . 

定理 122 车 w=/(z) 是 区 域 忆 内 的 音 叶 函数 ， 则 在 巨 内 的 任意 点 
ze E, f (z)= 0. | 

注 条 件 广 (zjz0(zeE) 不 是 充分 条 件 . 例如 (с) еб, MERN DS 
f (2) =е #0. f (z+2kzi) = f (z)(k =0,+1,32,-..). 

证 用 反 证 法 ， 令 не (с) Ев Е,Е = f(E) тає E, Ë 
f(a)=0, Мавж (2) (а) An REA (n22). 由 零点 的 孤立 性 ， 存 在 
р> 0, АНГ: |2-а= Pp 上 及 本 的 内 部 ，f(z)-f(a) 及 f(z) 无 异 于 a 的 零点 . 


设 m 表示 |f(z)-f(o) 在 上 的 下 确 界 ， 对 于 模 小 于 m 的 任 一 复数 
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х= e@(z),0<|-a|< т. Rouche 定理 可 知 у (2) – /(а)+ф() 5 f(z)— f (a) 
ГАМ n л. (а) = (а) ноа T AENEA n MR, Wi f (2) ET ARa 
外 均 不 为 零 . 所 以 这 nn 个 根 都 是 单 根 . ЕНЕ |, |< p 内 有 nn 个 不 同 的 点 都 取 值 
为 f(a)+a， 这 与 w= 了 (z) 是 区 域内 的 单 叶 性 矛盾 . 所 以 在 忆 内 的 任意 点 f(z)#0. 
证 毕 . 

2、 单 叶 函 数 的 充分 条 件 


定理 1.2.3 若 w= f(E z =a EMB. f (a) +0, WEES>0, f(z) E |z—a|< ó 


内 单 叶 . 
证 令 s=f(a), 因 f(a)#0, 显 然 4 是 了 一 W 的 一 级 零点 ， 由 零点 的 孤立 性 可 


知 ,存在 6 > 0, 使 f(z) 在 圆周 T:|z-al=5 内 没有 异 于 a 的 零点 , т |у (а). 
在 TT 上 的 下 确 界 ， 取 w 使 lw-w|<m, 由 Rouch e 定理 可 知 
/()-ъ=(/ (с)-ь)+(›—н) E F(a) њи Г НИНЕН А, ШШ / (2) е6 
[的 内 部 只 有 一 个 零点 ， 故 存在 6> 0, / (&)Е|:-а|< 6 内 单 叶 . 证 毕 

定理 1.2.3” 设 w= 了 (z) 在 |z 一 a|<r 内 解析 ,车 za 时 ,|f'(z)-f (a)|< f (a) 
则 了 f(z) 在 |z 一 a|<r Ж. 

E Wu EM dl < r 内 的 任意 两 个 不 同 点 ， 则 

| ие И Ere ө 

аа [f ( f (a)Je 
>|/ (аў: u, [Т^ (9-7 (4)]& 


2ге а f -r a 


250) 
>|г(а[в-|-/ 09-410. 
ята) (а> 0 ® /(а)=# / (д). EE. 
定理 1.2.4 HIS (с)}(пє N) 是 单 连通 区 域 已 内 的 学 叶 函 数 序列 , НЕ E Ni 
一 致 收敛 于 f (z). W f(E E KBER. 


r 


证 利用 反 证 法 . 设 f(z) 在 E 内 不 单 叶 ， 则 五 内 存在 两 点 ZZ € E,z # z, > 

使 得 一 
f(a)= f (e): г 

不 妨 设 zz 是 有 限 点 ， 分 别 以 ai ,2 为 圆心 做 两 个 小 圆 oi,o RARAN DT, 
Ж {о,ОГ,}П{бо, UT} =, fo ОГ, } c Efo, UL, CE, 而 f(z)-f(z) 在 {0,UT) 
R AUT} ER д0 外 无 其 他 零点 . 故 存在 6>0, 当 zenmUn 时， 
IF-F ó; 另 一 方面 ， 由 定理 条 件 知 [у (2) (пе ET UT, 上 一 致 收敛 于 
f(z) КОРЕЕ М, п> 时 ,| 万 (z)j-y(zjj<2zsePUTF H Rouche’ 
定理 可 知 BOEF), n>N ERN oo, 
中 都 至 少 有 一 个 零点 ， 这 与 {f(z 上 }(ne.N) 是 单 连通 区 域 互 内 的 单 叶 函 数 序列 矛盾 ， 
从 而 f(z) 在 巨 内 也 是 单 叶 的 . 证 毕 . | 

我 们 用 符号 A 表示 在 单位 圆 盘 D-{z: 加 < 内 解析 函数 f(z)=z+ У ас" 组 成 
的 函数 类 ，5 表示 4 中 的 单 叶 函数 子 类 . HERRE A=] >1} AR E = ght 
RAMAR Р) се. SMERTER: 


f(z)e s= ° >. 


车 对 于 Vke N,E, = е RERI (вх) a (д), ЖШ (о) 为 上 次 对 成 音 


()=:+ az" > 5,85 ЖЮН 


п=2 


叶 函 数 ， 其 全 体 记 为 S,，5, 中 函数 具有 形式 上 


一 一 对 应 关系 ， 且 
/ (0)є 5,7, (2) 5, => f(2)=(/.(2)) ` 


定理 1.2.5 设 f(z)e A, Упа, <1, MJ f (z) # D 内 单 叶 . 


证 对 于 DD 内 的 任何 相 异 的 两 点 z,, 2, У na, <1, 因 之 


оаа) 
а-ы 
5-а ә 0 


BD (а) = f(z,),PrD) f (z) Ер 内 单 叶 . 证 毕 . 


"+" [|+--+| 


Zi 


һа ) 


定理 1.2.6 ГНА, ЖИШШ Е, w= f(z) 在 E=EUT 上 解 


析 ， 且 在 碟 上 取 任何 值 不 多 于 一 次 ， 则 f(z) 在 巨 内 单 叶 . 
证 设 函 数 w= f(z) 将 本 映射 为 w 平 面 上 的 曲线 C ， 因 为 w= f (z) 连续 ， 所 以 
C 也 是 闭 曲 线 .其 内 部 设 为 G .又 因 F(z) 在 工 上 解析 ，C 也 是 简单 闭 曲线 
假设 дє E, 由 保 形 性 Wo = f (z, )€ С, 从 辐 角 原理 知 ， 元 Ararg[ f(z)-f(z)] 


等 于 f(z)-f( 纪 ) 在 内 零点 的 个 数 k OPTREDE. 因为 在 巨 内 已 有 一 个 z， 


是 一 个 正 整 数 ， år arg[ f (2)- f (za)]= k, ие CHAF, weckt, 
大 = 士 1 .所 以 k=1, 故 w 落 在 C AR CREN, FES (z) # E tR f (z, ) = w, 
的 值 只 能 一 次 ， 因此 f(z) 在 E 内 单 叶 . 证 毕 . 

Nehari 利用 线性 微分 方程 的 方法 给 出 单 叶 判 别 准则 详 见 文 [8] : 


定理 1.2.7 RAA f(z) ED 内 局 部 单 叶 ， 即 广 (zjz0(ze р), + 


Laff IEC (12.1) 
„ыш. a 
则 f(z) 在 DD 内 单 叶 的 充 要 条 件 是 方程 

æ (z)+q(z)o(z)=0, (122) 


的 每 一 个 非 平凡 解 ， 在 DD 内 至 少 有 一 个 堆 点 . 
1 L] 
证 令 u(z)=@(z)( f (z))2 , 则 由 (1.2.1) 式 ， 把 方程 (1.2.2) 化 为 


09-209 и (z)= 0, (1.2.3) 


目 具有 一 般 解 z(z)= ur(z)+ B. 但 方程 123) 的 每 一 个 非 平凡 解 在 D 内 至 少 有 一 


个 零点 的 充 要 条 件 为 F(z) 在 D 内 单 叶 ， 故 结论 得 证 . 


例 1.2.1 证 明 函数 1(z)= 一 < 一 (ze D,9e R) RARA. 


ШР 


”证 用 反 证 法 . 假设 车 有 两 个 点 Vz,zye Dara Ж у(д)=/(ь)Ш 


Ке ep eaaa Shae” i аат. 
TE & T 2 


这 与 已 知 条 件 |z za| <13FJ8. 所 以 了 (z) 在 DD 内 单 叶 . 


例 .1.2.2. 2 f (z) =Y az 在 D 内 解析 ， Яу, |а| (о) ED 内 单 叶 . 


п=1 


证 对 于 D 内 的 任何 相 有 异 的 两 点 Zp z EF Y na, <|a|, 因 之 - 


— 


=a+a,(2+z,)+--| 
2-2, 


> la, ДЕ (а+2,)+-: | 


-oa ， 
£ | 
їй f (z) = f (z2), PEDAS (z) ZED 内 单 叶 . 证 毕 


n— чү п-1 


=) 


21+], 


> la|- 


Zi 


$ 1.3 单 叶 函 数 的 面积 原理 、 履 盖 定 理 


a 


| | 1. 面积 原理 
面积 定理 是 单 叶 函 数论 的 一 个 基本 定理 ， 是 由 工 H.Gronwal F 1914 年 首先 给 
者 Fl(z)jeS， DS 
a= [л fas. 


定理 1.3.1 〈 外 面积 原理 ) 设 g(z)= + р, +e X, W 


2%, 
М 


Snep (1.3.1) 


证 ЗЕР, 那么 w=g(z ове 条 Jordan ЙЛ У, 


目的 内 部 的 面积 为 正 ， 用 A УОТА, 4 w=g (z) сиу, AMM 
线 积分 面积 公式 ， 有 | 
= (ө), (ө)а0, («(0) = Кеа (ле), (Ө) = ња (те )). (1.3.2) 
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将 w= (2) 的 级 数 展开 式 代入 〈1.3.2》 式 ， 得 到 


4= 工 ii ге +re e+ > r” (b, +b e" 小 | 
4 27 | 


+ re”? - У" (nb, e "° + 46 ‚ (1.3.3) ` 
п=1 ` 
利用 公式 
ло. 0, л #0; 
[eao >” 
2л,п =0. 
H (133) 式 推出 7 
A= лғ? -和 > mp r”, 
п=1 


结合 4> 0 ， 从 上 式 得 到 
yx 也 к?" <?. 
n=l 


这 样 对 于 任意 固定 的 自然 数 W ， 都 有 
yz к?" <r, (1.3.4) 
(1.3.4) 式 两 边 ， erol HA 
Saj. < А 
对 于 上 式 ， 再 令 N 一 co 时 ， 即 得 (13.1). 式 . 证 毕 . 
注 面积 定理 中 主要 证 明了 函数 g (z)e ,将 人 映射 为 w 平 面 内 的 区 域 , 但 不 能 
йй w 平面 , 留 下 部 分 的 面积 大 于 或 等 于 零 , 并 说 明了 与 8 (z) 的 宕 级 数 之 间 的 关系 .. 


定理 1.3.2 《内 面积 原理 ) 设 f(z)e S$， 则 f(D) 的 面积 


Але 
n=2 


J (1.3.5) 


a, 


证 设 w= f (z) АЙКЕ, ЖИР, =1z: |z] < r)(0< r <1) ВБ у (р), 


其 面积 记 为 4. 利用 极 坐标 变换 ， 令 z= pe”， 由 面积 公式 


A= |) г (араа = [ [|£ (вг 'oapa6. ' 


由 于 
A (a) =/ (1, Јат) 
п=2 i 
| ре of wa еге” yaa ple >) 
п=2 


当 0<D<1 时 ， за, 故 其 乘积 仍 绝对 收敛 ， 并 且 关 


于 ge [0,2z] 一 致 收敛 ， 因 此 可 以 交换 次 序 、 逐 项 积分 . 为 计算 方便 给 出 如 下 形式 


|f (pe” | -1+y na, р" 1 i090 +} ла, елет + У пта„а„р"“"?е i(n—m)@ 


n=2 n,m=2 
以 下 用 定理 1.3.1 相同 的 方法 ， 得 到 
Wu (ре? | 40=2л+ 2zy， п?а,р?"? 
п=2 
因为 (pe” )= 1+ Упа, p r-o" in ) 的 收敛 半径 不 小于 1, 级 数 》 n a p 2п-2 的 收敛 


. п=2 п=2 


半径 也 不 小 于 1, [0,0 о 而 言 ， 一 致 收敛 ， 故 可 以 返 项 积分 ， 所 以 


A = ДГ] ё® =[ [|£ (ez рарае 


Сд? Ро 7 
ЕС) >) 


以 下 用 定理 1.14 相同 的 证 法 即 得 〈1.3.5》 式 成 立 , 证 毕 . 


2. 覆盖 定理 ， | 


<n. 等 号 当 且 仅 当 


a, 


Bieberbach F 1916 年 提出 著名 猜想 : 8 f(2)e S, Ж] 


f (z)= k(z) (Koebe 函数 ). | 
Lowner ; Garabedian 5 Schiffer; Pederson 与 Ozawa; Pederson 与 Schiffer 等 数学 
家 ， 先 后 分 别 证 明了 |as|<3. (1923 Æ); |а,|<4 (1955 %); |а,|<6 (1968 Æ); 


la| S 5 1972 +). 最 终 数学 家 Louisde Branges ,在 1984 年 完全 证 明了 Bieberbach 


猜想 . 
1916 年 Bieberbach 证 明了 : Ж e(z)ex, MW 全 | <1, 由 此 推出 . 


定理 1.3.3 ( Bieberbach 定理 ) W f(z)e S, 则 |as|<2 当 且 仅 当 


k(z)=— “ — ` (1.3.6) 


时 等 号 成 立 ，K(z) 称 为 Koebe 函数 ， 它 将 DD 映射 到 除去 一 条 射线 


к= re”, Sr <= Et w ЖИ. 
证 下 面 分 三 步 来 证 明 ， 
(1) 考虑 函数 


Z 
9(z)= 5 =l+a,2 Жаз + +a 2"? +..., (1.3.7) 
2 


p(z) Æ D 内 单 值 解析 ， 且 9(0)=0, 而 f(z) 是 单 叶 的 ， 故 当 zz#0 时 ， 


е) ооб), BIL иа) =) = 下 在 人 内 有 两 个 内 人 解析 分 支 信 


2 
1 


选 ,满足 g(0)=1 的 一 支 ， 则 W(z) 在 DD 内 单 值 解析 ， 故 有 


1 
w (z) =[1+(a,2 +a,z* + +a, 222 )р 


=1+3 (a +a,z* + +а,д* +) + 


1 1 1 4 
=1+5а2 +j: 5®-җ® Z ++ 


即 W(z) 是 DD 内 的 偶 函 数 ， 由 解析 性 ， 上 式 在 DD 内 收敛 :+ боа 
(2) 考虑 奇 函 数 
һб) = а(х) =2+а Є -ia it 7 (1.3.8) 
2° 2? 8° 


下 面 证 明 h(z) 在 DD 内 单 叶 解析 . 
AN Vz, z, E€ D, < h(za)=h(z) M f(z )=r (а) = (5) = f(z) ， 根 据 
广 ( 直 在 九 内 单 叶 性 得 到 z2 = 好 .车 z, z h NE, Ша =: Ezz I7 


AF, Д а= а=, ЖН A(z) DARABRA (д) =A -2)= A(z), Н 


hh(z)=h(z,) 得 到 h(z)=0, 而 h(z) 以 z=0 为 唯一 零点 ,于 是 羽 二 0， 这 与 假设 
FE, üz = z,. 即 及 (z) 在 品 内 单 叶 解析 . 
(3) 考虑 函数 y- ， 这 函数 由 三 个 变换 w= 工 ,<=h(zj,z= 工 依次 
w=F(¢)= pa w= 65 (©), =Z 


复合 而 成 的 上 述 每 个 变换 都 是 单 叶 的 , Ви | «Д Е (С) 14| < е 


KAn, LER (C) = 是 它 的 极点 . 


ro L T £ Í (1.3.9) 
: 1 а, 2 
АЕТ Itat 
HEDA, 使 得 aat .|<1 时 ， 有 
а a, 1 
= = 2 |202... (1.3.10) 
Е(ё) 46 Ta J C > zt 


从 罗 朗 级 数 的 唯一 性 知 ，(1.3.10) 式 在 | 引 > 工 内 也 成 立 ， 于 是 由 面积 原理 得 到 
la, /2f +. 1, 所 以 [0,|<2, У |а,|=287, а, =2е, 1 F (Z) ван А Ç 
} ， 


的 系数 开始 ， 所 有 各 系数 均 为 零 故 F(Z)=Z- Ce. 因此 


1 `1 ' С 1 z u 
ка) —= p2 


[4 (0) @-е'! 1-е% 
\ ГЬ 2 _ z 
f(z ) [ ©] (п=е”2) ` i + 
所 以 Ж 
М 2 i29 ,3 


=z+2z'e +3e ДӘ +. 


(сеў 
反之 ， 上 面 (z) 的 展 式 中 la|=|2e"|=2. 证 毕 . 2 + 


定理 1.3.4 (Koebe 定理 ) 设 f(z)eS， ме f (D). 


证 СЛЕ (р) 2, Шс=#0, HAX 


由 定理 1.3.3 得 到 |a,|<2, <2， 所 以 


1 
a, 十 一 
C 


1 
可 So 


а,+1 < 4 с|>+. 

с 4 

即 (2) А Е АВ |w <E ЖР, | <1 800 509 35 koebe 函数 表明 常数 
二 是 精确 的 ， 不 能 再 改进 ， 这 个 定理 又 叫 Koebe L uka, 证 毕 


B| 1.3.1 Ww = f (z)€ 5,ze D, Ж D БОЙ} G,A, В, G, 且 连接 4 与 妃 的 线段 
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加 通过 w=0， 则 A,B 中 至 少 有 一 点 与 w=0o 的 距离 不 少 于 1/2. 
证 由 Koepe 窗 盖 定理 的 证 明 


_Af(z) 。 
А- 47( 林 


$=9(7)= 
因 ВеС. й 9(z) 不 取 的 值 为 AB/(A~B) .由 koebe 覆盖 定理 
|АВ/(А-В)|>1/4. X E AB 过 原点 ， a argA-argB = z ， 因 此 
-4+yal < 4 ， 由 此 得 到 |А|>1/2,|В|>1/2. 
Я 132 设 函 数 w= (девер, 它 将 DD 映射 为 G. Ж wë G, MI 
7 (0) |н. | 
证 Ж w=/(JeSzep № 此 得 到 f'(0)=0. + 是 
W 而 函数 é=F(z) 是 由 两 个 映射 
E=w/f (0),w= f (z) 复合 而 成 . 在 映射 w= 了 (z) F D BAG, 在 映射 
E=w/f (0 ) 下 G 映射 为 G。， 则 (wo/f (0))# Gs, H koebe 覆盖 定理 可 知 ， 
(w/ f (0))>1⁄4.]/ (0)| s 4]. 
#] 133 设 f(z унш D 内 的 解析 函数 , f (0) =0,3# Vz e D, ЗА >0, ë 
得 Re (z)S A, WJ 对 Vre (0,1), 有 
Ms (1.3.11) 
Rot м (r)= max [Re f (z). 


证 Vre (0,1), 令 
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因为 = | 
е^ = max Í е! 
[ег 


A(r) 为 非 负 递增 函数 ， 并 且 由 假设 4(r)<4. Ф 


,A(0) =0, 


fz) _ Р+іЮ _ a (13.12) 
24- jz) (2A-P)—-Q 


| 8 (2) = 


其 中 P =Re f,Q = Im f. 那么 8(z) 在 刀 内 的 解析 ， 且 对 Vze Р, |g (z)} <1, M | 


17| (2)|< 8 (2)|< |4. (1312) 即 得 (1341) R. 证 毕 . 


$14 偏差 定理 


-我们 需要 如 下 引 理 
引 理 1.4.1 若 w= f(z)e S,ze D, 则 |z|=r(0<r<1) 时 ， 有 


j (a) 2 | ar 
WIB 1-2 1-2. (14.1) . 
证 设 任意 一 点 z= ле? (0<7<1), 则 线性 映射 
“= = (1.4.2) 


|| <1й <, £ = 变 为 原点 .考虑 函数 w=ọ(t)= f (—z)/(z -1)), 
(加 < 了 JJ. 它 是 由 线性 变换 (142) 与 单 叶 函数 w= f(E) 复合 而 成 的 ， 因此 g(t) 在 
咱 <1 内 单 叶 ， 于 是 可 得 


g (0)=-f (z)(1-f) ø (0)= 7`(=)(1-|4) -25 (1-10). 
再 考虑 函数 | 
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(1.43) 


dj- +e. (1.4.4) 


_ (145) 
先 用 1 一 zz 除 (1.4.5〉 式 两 端 ， 再 用 |z|=r <1 乘 两 端 ， 即 得 (1.4.1) 式 . 证 毕 
定理 1.4.1 车 w=f(z)es,zeD,|z|=r(0<r<1), 则 


(1) А < f l+r | 


(1+ r)° (7) 
| (3) l-r |F (2) 1+7 
lt+r | f(z)| l-r ; 


1+ 
(4) larg f (z) < 21ов;—. 


其 中 (1) (D (3) 称 为 偏差 定理 、(4) 称 为 旋转 定理 ，(1) (2) 等 式 成 立 当 且 仅 当 
f (z): koebe 函数 的 旋转 . 

证 先 证 明 (1) (4). 设 w= f(z)e S,ZE D,z=re”,0<r<1. 由 引 理 1.41, 得 
到 


由 此 得 到 
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" 2 2! ` 
__4r в У (2) 2л 上 47. (14.6) 


1-2 f(z) 1-0 | 1-r 

A Im Ff (e) 2 |. а ; (1.4.7) 
1-2 f (z) 1 一 产 | 1-р? 
2 __ " 2 

2r Ar cpe (z) «27 tir (1.4.8) 
l-r f(z) 1-r 

—4r < © (© < 4r | 

1—г?° f(z) l-r 

因为 
Re 9 тов (om S 5 srie (a) 
从 而 
27-4 д | 2r+4 
— s>-leg|/ (re )s 1,2 , . (1.4.9) 
0 Ai 4 
Sf (re”)<- 2 (1.4.10) 


分 别 〈1.4.9)，(1.4.10) 式 两 端 对 r 求 积分 就 得 到 1》 和 (4). 
其 次 ,证明 (2) (3) .对 任意 的 z= re&.0<r<1， 由 (1) 知 


l+r 


MAO 


ry 
上 式 两 端 沿 0 2 z 的 直线 段 积分 ， 于 是 有 
T < dj Je l+r = r 
е) Oas FI Oas [| ЛС 


这 就 证 明了 |A(zj| 上 界 . 为 了 估计 |f(z) 


得 下 界 ， 我 们 考虑 在 映射 w= f(z) 下， 
|= <1 的 像 晶 线 为 六， 显然 本 为 简单 闭 曲 线 且 w=0 在 其 内 部 ， 由 于 |f(z) 在 


I=r<1 上 连续 ， 故 在 |zo|=1 使 f(z,)= min 


Hr 


/(2)|=lw]>0. 
设 工 是 w=0 到 w=w， 直线 段 也 表示 其 长 度 , 它 的 原 像 为 连接 0 和 z WRL. 
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ы а лаанын аА аанынан Т —_————————— = 


于 是 对 |z|=r <1 上 所 有 的 点 ， 均 有 


(270 [|a= А (<> De 一 


(1+2) (1+7) 
为 了 证 明 (3)， 引 进 函 数 : 对 于 固定 的 zoe D ， 定 义 


Д/((с+в)/(@+®))- f(z) 
(1-|ь)`(&) 
显然 F(z)e 5. 24 (1411) 式 中 取 z= 一 如 时， 有 


, (ze D). (1.4.11) 


F(z)= 


Zo 


=z) 


zof (za) — 

f(z) 

利用 〈2) 就 得 到 (3). 证 毕 . 
Е (4) 式 可 以 改进 ，Golusin 较 复 杂 的 方法 得 到 


1 
1-|z| F 


Ко 
larg f (z)| < ) Ë Ë < | ' 
m+ а — ~ z] < 

1-|z| т 


Š 1.5 系数 问题 


单 叶 函数 $, 王 中 系数 模 的 估计 问题 是 很 重要 的 课题 .下 面 介 绍 两 个 特殊 结果 . 


我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 1.5.1 车 f(z)eS; 则 


— lC 


üE 因为 1(z)e S， 由 定理 1.16 的 证 明 过 程 得 到 


ө e” jao «"—(0<,<1), (1.5.1). 


26, 


` t 
1 ‚(1 1 ‚к 
на) аг [за сдав) есес ++, 
В л(г)є Ss,[h(z)] = f (2). 
在 映射 w= 有 h(z) 之 下 ， Шр, ={z:|z|<r}(0<r<7) 的 像 区 域 为 h(D,)， 其 面 


积 记 为 S, ， 则 有 


x 


S, =л( +3] r° +5|Р,|г° +). (1.5.2) 
$ M(r) = max (2), F: h( D. ) 全 部 在 |lw| < M (r) F, Ж 


S, <л(М(т)). (1.5.3) 
利用 定理 1.4.1 中 的 《2) 式 右 端 和 最 大 模 原理 ， 可 得 
[M] = тахь) =max|f (2 = та (oS! азе 


| (1-2) 
利用 〈1.5.2) (1.5.3) (1.5.4) 式 ， 得 到 
лт? 


5, л +35) н) плу 


2+6|,|,° +10|p; +: 


上 式 两 端 从 0 Er, РАЗОВОЕ 1. 故 可 逐次 积分 ， 得 


| 2 
r? +3|b,|r5 +5]р,|! +s =. (1.5.5) 
1-Е ` 


1 x өү? 1 рт i — 
=Í Alres] йө=— | д(те° )ң(те°)аө 


1 рел, ， | | а — а —  ， 
= > [ (re? tbr e” + Буе? +.. -)(re 0 руе" +bre 50 +.. ) d0 
Л 


=? нь rS +|b;É r +... 
H (1.5.5) 式 可 得 
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г? | 
22:00571). (1.5.6) 


1 or , 
э е) a03- 
由 于 h(z)e S,[z(z) = f (z лкк, 得 
1 2л i i 
2л ао Ае Јав 
又 因为 Ое) рах 的 函数 ， 所 以 


ИГИН. 


h(re® jao = = r 


h (re) 40 ->f 


由 此 推出 
(еа. 


| mx 
去 上 
再 利用 〈1.5.6) =, яа 


a thier, 即 得 〈1.5.1) 式 . WEH. 


г? 
"аө" =,(0<ғ<1). 
_ 


定理 1.5.1 # f(z)e S, M en (n =2,3,---). 


证 因 f(z)e S, H Cauchy 公式 


1 f(z 
1 |. а (41), 


和 引 理 1.5.1 ， 得 到 


a, 


1 рт ө 1 
s |s (ге 7). 


容易 验证 函数 re1(1-r) 在 =1- 工 达到 最 大 值 ， 故 
п 


п-1 
< Sen(n=2,3,---). 


证 毕 . 
定理 1.5.2 若 f (2) )=z+ ас Є S, a, 为 实数 ， 则 


[а„| < n ( (n=2,3,---). 
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зана) тг 时 成 立 . 


证 令 f(z)= u(2)+iv(2), R f () 2+ а^ e S, H Cauchy 公式 


n=2 
a,r" = |" f [re )e"40,(0<r<1,ne N). (1.5.7) 
O” 2a 
又 从 Cauchy 定理 ， 得 到 
> [£ (те*)е'*аө=о,(о<т <1ле N). (1.5.8) 
х} (1.5.7) RRRA (1.5.8) 式 相 加 ， 得 到 
o )е"#аб,(0<г<пє М). >? 
类 似 地 可 得 
в ря i Ñ -nið - 
і 40,(0<ғ1,пє №). (1.5.9) 
a,r -Í v(re е (0<ғ<1,лє N) 


(1.5.9) 式 两 边 取 实 部 ， 有 
¿== [У (ле) sin п01Ө, (0<ғ<1,пє N). 


ато, з, Bbk 
f(z)= f(z), v(re”) = (лет ),u [re ) = ure). 
由 此 推出 _/(z) 仅 在 实 轴 上 取 实 值 ， 即 只 在 9= 0 与 9 = 元 时 才 为 零 ,否则 与 六 (zj 的 
单 叶 性 产生 矛盾 . 
利用 v(re“)=-v(re“) 得 到 
ат ы °)ѕіпп040,.(0<ғ<1,пє №). (1.5.10) 
此 外 利用 恒等式 


й -i i - n-1-k)i 
её —е in =(e ið _ e) ef 


k=0 


得 到 |sinng|< njsin 9|. 从 (1.5.10〉 得 到 
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ат"|< Е [0 |ва ө|а6. 


又 因为 Cr -2 人 me £H2:4 0 < @ < z Fi , v(re”) >0， 故 


а„ r” 


)sin 040 = паг = пг. 


ас 2,3,…). 证 毕 . 


2. Grunsky 不 等 式 


为 了 得 到 Grunsky 不 等 式 ， 先 给 出 Faber 多 项 式 和 Grunsky 系数 . 
定义 1.5.1 设 g (z)e 十 w 是 一 个 固定 复数 ， 当 充分 大 时 ， 有 


g ( 
= ‚Р,(@)=1. (1.5.11) 
A -@ -Ýr (o e ) ` 


即 


其 中 的 五 (о) g ( z) 的 Faber 多 项 式 . 


显然 将 8(z) = + thz +- RAER, BA 


Ув -|#+%-®) -0)+ 2 |+ ЧӘ 


16 п=1 


比较 两 端 系数 得 到 
Fy, (0)=(0-h)F, (@)-$ bP. (e)-(n+Db, 
下 是 首次 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 
F, (а) =1, F (0) = 0-1, F, (@)=(@-b, -2b, 
Б (о) = (0-6) -22(0-Ь,)-3ь,,--:, 
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”二 


F,(@)=(@-b,) -nb (@—b,) +, | (1.5.12) 


n 


由 于 g(z) 在 |z|>1 内 单 叶 ， 所 以 函数 


ёв (6) č 
8(Ф)- (5) 6-2 
>> АТ А, ТЕО ААО 


29 22” nn rr (1.5.13) 


-g (z n=} m=1 


定义 1.5.2 设 8(z)je 蕊 四 是 一 个 固定 复数 ， 则 (1.513) 式 中 的 7 。 称 为 8(z) 


的 Grunsky 系数 . 
需要 如 下 两 个 引 理 : 


引 理 1.52 W g (z)e >, 有 4, 加,…, 记 是 任意 一 组 复数 ，(z) (k=1,2,…,m) 


是 Faber 多 项 式 ， p, (:) = ER, (z), 则 


p, (8 (2))= Ў YY ЖУ. (1.5.14) 


证 在 (1.5.11) 中 , #@=g(z), #5 (1.513) 式 比较 ， 得 到 


Е, (g (2) = Z" +пЎ` Vam, (1.5.15) 
m=i 2 
ЛЕ (1.513) RE ЕИН) 


g (9)-8(2)_ S5 у 
= 72 (1.5.16 ) 


ЖУАН у = Ум. 再 利用 已 知 条 件 从 (1.5.16) 式 即 得 (1.5.14) 式 ， ЕФ. 


引 理 1.5.3 设 g(z)e Z, р, 是 一 个 m 次 多 项 式 ， 令 
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>1. 


Упер 


显然 ，p,, (2) = < 时， 就 得 到 面积 定理 


P 


(1.5.17) 


证 设 C, 是 |z|=r>1 在 函数 g(z) 映 射 下 的 像 ，D, 是 C, 的 内 部 , (о) 
D, 上 有 连续 偏 导数 ， 由 Green 公式 


1 дф 
> L plojo= 化 cd 
+ @(@)=p,p,(@o), WJ 


5© 9 (рь (о) AOAO AAO) 
= р, (а)р, (а) = |в, (0f 
由 此 得 到 
ох ff |р, (о | а= [ Pal AOAO 


=. | Pa (8 (2))Pa (8 ()) (2)dz 
=> р п УС, р" и; 
1 п=0 n=l 
È пС "е" — > буе” Ju 
n=} « п=1 
4027 с>” -Ere Ге") 
n=1 , 


(1.5.18) 
(1.5.18) 式 两 边 ， 令 7 一 1 就 得 到 〈1.5.17) 式 . 证 毕 


定理 1.5.3 (Grunsky 不 等 式 ) 设 8(z)e 2,4, (ke N) ES, y, (кеМ) 5 
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g (z) 的 Grunsky 系数 . 则 


oo m 2 СА | 
УКУ АУ «УДАР, (1.5.19) 
ka fraa ra К 
m m 2 m 1 , 
Sfar < > | | (1.5.20) 
кл [aa “k 
# u (k=l2,-.,m) RARA, Ж 
| ' | 
т m т 1 m] f 
Ул, УА. (1.5.21) 
п=1 k=1 k=l n=1 № 
= Pia жу lla maker, 有 .. 
ка K na Ё 
sg ` Alpe Sl, р 
> Vaheta) SZAN 2a,l. (1.5.22) 
1 k=l ta k san 


n=] k= 


(1.5.19) — (1.5.22) 式 都 称 为 Grunsky 不 等 式 . | 
ШЕ 利用 引 理 1.5.2 和 引 理 1.5.3 容易 得 到 《1.5.19) R, Æ (1.5.19) 式 中 特别 


Ek=1,2,- mit, REZ (1.5.20) 式 .利用 引 理 1.1.2 和 已 知 条 件 ， 得 到 不 等 式 


т 


УЛ, „А 


п=1 


2 


“并 


2 m 1 
2). 


n=1 


2 
А, < 


利用 (1.5.20〉 式 ， 就 能 得 到 (1.5.21) 式 成 立 . IA). la, (кем) 是 两 个 无 穷 复 


УУ Y A, 


п=1 К=1 


У УА, 
= 


2 都 收敛 ， 因 此 〈1.5.22) З. 证 毕 . 


жт, ауру, 
k=1 n=1 


33 


§ 1.6 Lindelöf 原理 
ET 调和 函数 
我 们 本 节 及 后 面 各 章 需 要 下 列 调和 函数 的 一 些 基本 性 质 ; 


定义 161 ибх, у) 是 定义 在 区 域 巨 内 的 二 元 函数 .. 若 u(x,y) {ЕЕ ТЕТЕ 
的 二 阶 偏 导数 且 满足 方程 


则 称 z&{x,y) 为 吾 内 的 调和 函数 . 


定义 1.6.2 若 f(z)=u(%,y)+iv(x,y),z=Xx+ 记 是 巨 内 的 单 值 解析 函数 ， 且 
и(х, у), у(х, у) 为 E 内 的 调和 函数 , 且 满 足 C 一 RR 条 件 


du dv ди. д 
Әх Әу’ dy- Әх 
Л у(х, у) 是 u(x,y) ВОЗЯТ. 


调和 函数 基本 性 质 : | 
定理 1.6.1 КЕЕ Р] ЖУТ РАЖ f(z) =и(х,у)+ iv[x,y),z = x+ iy 的 实 部 和 虚 部 
都 是 E 内 的 调和 函数 ， 且 f(z)=u(x,y)+iv(x,y) 在 E 内 解析 的 充 要 条 件 是 u(x， y) 


Mv (x, y) E E PARIAR. 
FRIR Cauchy 公式 可 推出 调和 函数 的 平均 值 公式 〈 中 值 定 理 ): 
定理 1.6.2 майи (z EHAR р(а, у) = {2:2 zo| < 他 上 的 调和 函数 ， 
则 
wa) -u(t ep 
定理 1.6.3 (Poison 积分 公式 ) 设 u(x,y) 是 圆 盘 Dp, ={z:|z|<p} (0<p<1) 


内 的 调和 函数 ，v(x,y) 为 u(x,y) 的 共 轿 调和 函数 ，f(z)=u+iy, $ 
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0<R<p,z=re*e D, c D,, WA 


н) вео отару 


В? +? —2Rrcos(0— 


其 中 = Re' ,函数 


i ` I Р? р? 
р(ёа)= R? +r°—2Rrcos(0- g) 


FKA Poisson 积分 〈1.6.1) 的 核 函数 . ‚ 
证 由 Cauchy 公式 ， 得 到 


ag, <А 


7 (2) = 2лї 5718 =i 
XAA к/с = КУН, ВТ 
1р) ， FE) 
2zi эл b- -RE 一 RE ER 2zi эш" -éZ 6 =0. 


(1.63) 式 与 (1.6.4) 式 相 减 ， 并 利用 等 式 


ao z gt. (г) 
F: йе кү Е: Ez 


2л Re2+z 
>f f (R “Ja к Rs ao 


得 到 


上 式 两 边 取 实 部 ， 得 到 


и(г)=1 (Ке) ке [ja |z] < R. 


` 


(1.6.5) 式 中 ， 令 ¿z= re” 时 ， 就 得 到 (1.6.1) R 


及 ?一 7 


2л ， 
= -一 Re” ‚к< К. 
и(а) 元 了 «(ке ктт 2Rress(9= 9) r 
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(1.6.1) 


(1.6.2) 


(1.6.3) 


(1.6.4) 


(1.6.5) 


注 (1.6.1) 式 中 z=0 时 就 得 到 平均 值 公式 
1 2л i 
(0) == f “(ке yd. | (1.6.6) 
(163) 式 相 加 从 《1.64) R, RIFA IE-d = -Erd НАЯ, ш 


得 Schwarz 公式 ) 


iĝ > 
f(z) l "ulpe ва Rost дөч), в (1.6.7) 


2л e z 
或 
1 „аё 一 一 . 
/(@= у [À (Re) 22-70) (1.6.8) 


定理 1.6.4 〈 极 值 原理 ) 设 函 数 x{z) 是 区 域 五 内 的 非常 数 调和 函数 , Ши (с) ЖЕ 
区 域 妃 内 不 能 取 到 极 大 值 和 极 小 值 
证 利用 反 证 法 . 不 护 假设 x(z) 在 区 域 互 内 取 到 极 大 值 . 即 存 在 z= дуе Е. Е 
ze EE 的 令 域 |z 一 忆 |<p 内 ， 有 u(z)<u(zy)， 由 平均 值 公式 _ 
1 2л ‚ 
«(в)=»—{ u (zo + re” |d0,0 < r<p. 
与 x( zo +ree) 的 连续 性 ， 推 出 在 |z- |< 内 ，x(z)=&(zo) 从 而 在 |z- z< р 


内 zz)=xw(z). 即 巨 内 &(z)=&(zo) 成 立 ， 这 与 已 知 条 件 矛盾 . 同 理 可 证 zx{z) 在 区 
域内 不 能 取 到 极 小 值 . 证 毕 . 
推论 1.6.1 若 函 数 u(z) 在 有 界 区 域 忆 内 调和 ,区 域 = EU9E 上 连续 , 则 u(z) 
дЕ 上 取 到 最 大 值 和 最 小 值 . 
关于 调和 函数 列 有 性 质证 明 详 见 [7]): 
定理 1.6.5 设 {u (z2) (ne ) 为 区 域 巨 内 的 调和 函数 列 ，. 


(1) 若 {u(z)}(ne NN) 在 区 域 巨 内 内 闭 一 致 收敛 ， 则 极限 函数 u(z) 在 巨 内 也 


是 调和 ; 
(D # fu, (zj}(ne 入 ) 在 区 域内 内 闭 一 致 有 界 ， 则 存在 {4(z)}(ne N) 的 子 序 
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列 在 巨 内 内 闭 一 致 收敛 | ， 


2. 次 调和 函数 


定义 1.6.3 设 ztz) 为 区 域 巨 内 的 连续 实 函数 ， 若 对 于 巨 内 的 任意 点 吕 及 通 当 小 
的 7 > 0 满足 条 件 ЕС | | 
або) абаз неу эз: 
则 称 u(z) 为 区 域 巨 内 的 次 调和 函数 . | 
由 定义 1.6.3 容易 得 到 ; 
定理 1.6.6 连续 函数 u(z) 为 区 域内 的 次 调和 函数 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 一 个 


ze 存在 >0, 使 得 D( 1%) )={z: |= 115%) с En, 有 
(5) = f" ае doln <y). я 
证 先 证 必要 性 . 0(2,,у)={:1|:-2.|<7) сЕ; (г) D(z,,y) ті 
和 函数 ， 且 满足 g(z)=w(z)(|z-zo|=7X)， 则 有 
g(z0) Sulz == и u (zo + уе? jap- ("в (2, +ye”)do. 
其 次 ， 证 充分 性 . Ë W # # E cE, 4 ECE, 是 有 调和 函数 
| u(z)<g(z)(ze 9E,). # E W T Ж Жой д kb ff E u(z)>g(z), X W 
F(z)=u(z)-8(z), LIE, C E, (四 在 内 入 到 最 天 值 M >0 又 因 ze 3È 
m, F(z)S0, BA E, СЕ. 由 于 EE 是 闭 集 ， 则 对 于 点 ze E ВН EREN 
包含 在 到 内 . EIn], 0. Da7) E» 而 圆周 |z 一 ao|= 为 不 能 完 
售 在 为 内 ， 在 该 加 周 的 某 一 段 骂 上 有 严 (z) < M， 从 而 有 
= и Z +у,е) )40- g(z,) j= Р (&+е°)аб< 


37 


M =F(z2)=u(2)- (2). 
这 与 已 知 条 件 矛盾 . 证 毕 ， . 
注 由 定理 16.6 ЖЯ), # /(z)=u(z)+iv(z).z>0,#Ë<438 E WEN, WJ 
РС (2) E E 8000 pa 38. 
定理 1.6.7 #u(z) AKRE РЕЖЕП, ШЇ и (т) Е E W 8883831 
BKM. 
E 设 u(z) 为 区 域 E 内 的 次 调和 函数 ， 令 M =supu(z), 局 为 满足 条 件 


ZE 五 
u(z)=M 的 EE 内 点 集 . ЖЕ= Е, Ми(х)= М, ХЫВ, ДЕ СЕ. 
FAEN E, = 4. 
ни(с) КЖЕ}, E 是 闭 集 . NAE М E (ОРЕ, ОЯН Є Е, 


使 得 巨 内 存在 边界 点 ze 如 为 中 心 的 圆周 C,: 


z 一 |=， 从 而 存在 
VEC LEE. 由 连续 性 ， 对 于 Ye>0, 存 在 包含 zz 的 弧 %, 在 %y 上 ， 有 


u(z)<M -E.C 的 其 余部 分 为 上 zz)=M， 令 ML GINER Y, NKI 
К, 于 是 
1 | 
М =и(а) 2 [ (д +ге”)аф 


-元 上 u(z trer dp+— 上 u (a +те?цф 
1 үс, El 
== (M е), +М4.}=М 221 <М. 


KRETE, #E,= ó. 证 毕 


注 ”次 调和 函数 在 互 内 可 以 取 到 最 小 值 . 
用 定理 1.6.7 类 似 地 证 明 : 


定理 1.6.8 若 u(z) 为 区 域 巨 内 的 次 调和 函数 ， 对 于 Vre дЕ, A 
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limu (z)< M, 


则 在 EE 内 u(z) < M, 车 在 巨 内 有 一 点 使 等 式 成 立 , 则 nu (z)=M. 
用 定理 1.6.8 容易 证 明 : . | | 
定理 1.6.9 Жї и() AKRE AWMI, у (с) 为 区 域内 的 调和 函数 ; 


且 对 于 VTEe 9E, 有 lim(u(z)-v(z)) <0, 则 在 EE 内 u(z)<v(z); 车 在 五 内 有 一 点 ` 


- 


使 等 式 成 立 ， 则 4 (z)=v(z). v(z) 称 为 u(z) 的 调和 控制 函数 , 
3. Lindelöf 原理 . 


定义 1.6.4 (Green 函数 ) 巨 是 一 个 区 域 ，ae Е, a 为 8g (z,a) 的 奇 点 ， 若 满足 
| ш ' 
条 件 | 
(1) 8 (z,a) 在 EE 内 除 a 点 外 调和 的 ; 


DE ажоо, 8(za)=-log|z-qdl+G(z)，G(z) 在 4 点 的 领域 内 调和 ， 


#a=%, g(za)=log|;|+G(z), С(2) о руін, 
(3) 对 于 9E 上 的 任意 一 点 和 lim g (z,a)=0. 
则 称 函 数 g (са) ЖЖ ЕЕ а 的 Green Ў. 


Green 函数 有 如 下 基本 性 质 : 
1. 若 g8(z,9) 为 关于 奇 点 ae E 的 Green 函数 ， 则 g (za) 是 唯一 的 . 


n. 对 于 单 连通 区 域 书 ， 有 8&(z,zo)=-log|j(z,zo 外 这 里 (zzo) 是 已 到 音 


WAR D H Riemann В), А f (20,20) =0. О | 
定理 1.6.10 (Lindelöf 原理 ) 设 五 ОЛУ ДЕ z 平面 和 光平 面 上 的 两 个 区 域 ， 
其 中 的 任意 奇 点 都 有 Green 函数 8(z,zo) 和 G(ww). #w= (с) ЕЙ, 
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B f(E)c Q,WJ 
g(z,z)<G(f(z),f(z,))- (1.6.9) 
如 果 存 在 一 对 点 z, z; 使 得 〈1.6.9) 式 的 等 号 成 立 ， 则 (1.6.9) 式 对 于 五 内 的 一 切 点 
对 zz， (1.6.9) 式 成 为 等 式 . | | 
证 # (с)= (a) (1.69) R, 显然 成 立 .这 时 右边 恒 为 oo. 现在 考虑 函数 
w(z)=z(sa)-G(f(2).f(a). 


Н а ЖЖЖ гож f (z)— 三 (zo) 的 一 切 零点 二 外 w(z) 的 调和 的 点 ， 在 & 的 邻 域内 , 
有 
f(2)-f (a)=(z-a)"{A+B(z-a)+--},m>0,A+0, 
log|f (z)- f (a)|=mlog|z-aļ|+log|f (z)|, f (а) #0. 
因此 w(z) 在 z=a 只 能 有 对 数 奇 点 f 
x w(z)=zg(zz)=mlog|z—a|+w(z), y (z) Аййй Ж, (г) Ж E ШК 
调和 函数 I 


limw(z)=—%. ' 


а 


当 z Убе дЕ№, g(z,z,) 0, ЕГ G(f (z), f (а)) 20,9710 V£e 3E, (5) <0. н 
次 调和 函数 的 极 值 原理 (定理 1.67) TA, Усе E,w(2)<0, 且 车 3ze E, 49. 


w(z)=0, 则 w(z)=0, 即 g(za)=G(f(z),f(a)) ТЕЁ. 
ЖЕ, ОЧУЫ, ЖО” | 


Z— Zo 


g(z.z.)=-log|- e 


,G(w,w,)= —log uw 
0° 


— 22| 


由 定理 1.6.10， 得 到 如 下 结果 : 
定理 1.6.11 车 w= f(z) 在 单位 圆 盘 DD 内 解析 ， (a| M Vz, є D, 有 
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/(®)-/7(&)||4—%| (1.6.10) 
1-7 (а)? (z)| П-% 
4 (1.6.10) 式 两 边 z 一 z (Vz, e Е) н, 498] 
/()-—7(%)| 12-2 |0) |i-2 (1.6.11) 
1- (5) (z)| 1-% 1-5% 


Ж ма =0, 7 (0) =0, WH (1.610) 得 到 |f(z)<|z|, 此 时 从 (1.6.11) 


推出 | 广 (0]|<1. 所 以 定理 1.6.11 为 推广 的 Schwarz 3128. 


4. 最 大 模 增长 方向 
Hayman 首先 引进 了 函数 的 最 大 模 增长 方向 的 定义 : 
”定义 1.6.5 设 M.(r,f)=max|/ (z), # vf ()є 5,9 
lim(1-r} M.(r,f)=%,0s a<l. 

ШЖК æ 为 Hayman 指数 . 

定义 1.6.6 设 f(z)e S,3@,,M_(r,f)=max(1—r) |f (z)|= a, #0, WE p» 
f (z) 的 最 大 模 增长 方向 ，Qj Hayman 指数 . 

定义 1.6.7 设 f(z)e 5, 且 满足 条 件 max(1-r) M (r, f)= z, 20>0, WFK 
f(z)e s(a). 


为 了 证 明 5 中 函数 的 Hayman 指数 性 质 ， 需 要 如 下 引 理 : 
引 理 1.6.1 车 f(z)e 5,0<қ<һ<1, W 


(se), (1.6.12) 


证 设 f(z)e S,Vz=re”ë D, BEW 1.18 可 知 
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l-r |F (© 21+г 
l+r | Р() | 1-r 
由 此 推出 
ә „ү (те) 1х 
-一 ] re” |< — < 
дг ов|/( ) ыз r(1—r) 


ЕА n 到 积分， 得 到 


f (ne) I+r һ(1-к) 
og f (se) EED юв. 


ШЖШ (1.6.12) zÑ. WEH. 
定理 1.6.12 设 а 为 Hayman 指数 ， 则 对 VF (zjs $,3a,0<w<l 使 得 


lim(1-r} M (r, f) =a. | (1.6.13) 
当 f(z)=(z-z cos@)(1—e”) (cos2 关 0) 时 等 号 成 立 , 


证 设 f(z)e 5, B51% 1.6.1 А, 当 0<n<n<1 时 ， 有 


DU jy (1,p) 为 的 单调 减少 有 界 函 数 ， 因 而 (1.6.13》 式 成 立 . 证 毕 . 


r 


定理 1.6.13 WG 为 Hayman 指数 ，f(z)e S, lim(1-r) М(т,у)=@#0, ЖР 


”在 唯一 方向 ， 使 得 


іт (1- r ГА (ле) =G. <- (1.6.14) 


证 先 证 明 (1614) R. $ {n ne N) зи, А limr, =1. 取 


g, € [0,27], |7 (е) м (r, f) чо, < 工时 ， 有 
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ñ 2177 位 з Л i 1 “=, © 
а < г). (с^) L (t r. е үз, (1.6.15) 


н) Оци), 


~ 

& 
- S 

IA 


又 因为 


从 以 上 两 式 推出 (1.6.14) ат л 
其 次 ， 证 明 内 ш. 由 Goluzin 54 550 BJ 4826 se E, RITE 


КЕ бо, F (I ум Ага жс ты, PALL А 
= ye anj _ 1 _ 1 k es >E 1 

r f (res) /( rem ) ) Ge) f @ МПР) Р РО 
1 tC ee БҮР 

#ф= ф,фе [0, 27],lim(1—r А (re?) || = G 0.ЛЕ(1.6.16›3 РШ DL (1— r)”, 
| JR 


471, Д] (1.6.16) а 2085 eo, Жатва В.Р фу 
“的. 证 毕 . 


1:6-16) 


r 


[б Aor Co >í ESA LLITS 


S, кух = тка 
t (l> a ETE д. le ar >. A 
t i. {| Ui | {wt |. Gr 
BES м. x`. ` í 
а 人 TD 
„РС ЖИ ДА: 
^0 а DT гі 
F FE Ni 
‘ml U ti 
‹ [15 t рал 


第 二 章 从属 原理 及 特殊 解析 函数 类 


从 属 原理 是 几何 函数 论 中 重要 的 研究 工具 之 一 ， 应 用 从 属 原理 来 研究 解析 单 叶 
函数 的 各 种 几何 性 质 ， 而 且 通过 它 把 两 个 解析 函数 有 机 地 联系 在 一 起 

本 章 中 我 们 主要 介绍 由 从 属 关系 定义 的 特殊 函 解析 数 类 的 基本 结果 这 些 函 数 
类 与 正 实 部 函数 有 着 密切 关系 ， 除 了 本 身 乓 研究 价值 外 ， 都 可 用 一 些 不 等 式 来 刻画 
自身 . 


$2.1 从 属 原理 正 实 部 函数 
1， 从 属 原理 的 概念 ў 


定义 2.1.1 Ë уде Аде A, 各 果 丰 在 D › икая т) 《不必 单 叶 )， 
足 p(0)= ол) kl, 使 得 
f (= кәсе D) | (2.11) 


{ ! @ сул таа 
` u 
А 


则 称 f(z) 从 属于 8(z) ， 记 为 KOP 802). 
下 面 证 明 从 属 关系 的 一 些 基 本 性 质 : 
定理 2.1.1 若 f(z)< 8(z)，zeE Р, W 


f(D) с 8(D), f (0) = g(0) | (2.1.2) 
f(lzl<r)c glz rX(0<r<1) (2.1.3) 

max | f(z) IS max | g(2)I (0<r <1) (2.1.4) 
тах(1—12 PIF) К тах(1—1 )12'()100<ғ<1) (2.1.5) 
-1 FOIS 2700)! (2.1.6) 


证 (0) < (о), (р) c D,p(0)=0， 由 从 属 关系 定义 推出 (2.1.2) sŠ 


成 立 .利用 (2.1.2) 式 和 Schwarz 引 理 1.1.2 91 ф(х) 1 z1， 因 而 (2.13) RERE: 由 


(2.1.3) 式 直接 可 推出 (2.1.4) х. 
根据 定理 1.6.11 中 的 (1.6.11) 式 ， 得 到 


(I-I zÉ)! @(2)!<S1—-1e(2) É 
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AT а FORLO; RNA з, 1с, 
1-12 s A A sa-1el)1 e, 


а zl 便 得 (2.15) 式 ， ЛЕ (2.1.5) AP, 令 z 二 0 时 就 能 推出 (2.1.6) 
式 . 证 毕 . 
定理 2.1.2 Ж@()ЛТЕР МЕЛ], | Ро) g(z) 24 НАХ 4 f (0) = 200) 0) сер) 


“证 先 证 必要 性 . 因为 8(z) 在 .D 内 单 叶 ， 故 反 函 数 g w) 在 g(D) 内 解析 ， 如 
“ 果 f(D)cg(D), 则 gl(z)=g FED 内 解析 ，。 1p(z)K1， 并 且 满 足 等 式 (2.1.1) 


式 . 而 f (0) = g(0) ЖЖ ф(0) = 0. 由 存在 OL) 有 f(z)= s). 
”其 充分 人 性， 我们 在 定理 2.1.1 中 已 证 明 . ЕНЕ. | 
定理 2.1.3〈 从 属 原理 ) 若 8(z) 在 了 内 单 叶 , W f(0) = 200), Ў) с вр) 
f(D,)cg(D,)， ЖФ D sfz: zkr}, 0 sr <1- . от 


Robertson 在 1970 年 引进 关于 从 属 关 系 的 一 = 个 稍 弱 的 提 法 : 
定义 2.1.2 设 f(z)e Ah,g(z)e А, ЖЕЛЕ ра), ze D, #9 
ІРС)ІЯ 8(Ф(2)) 1, 19(z) 1421, 


则 称 f (z) р КР e(z). 显然 从 属 关系 是 所 从 属 关系 的 特殊 情形 . 
HED 中 f(z) 拟 从 属于 g(z), 也 可 以 写成 如 下 形式 


f(z)=w(z)8(9(z)), (ze D), 
其 中 wtz) 与 9(z) 在 DD 中 解析 且 满 足 lw( 直 区 LIoCzjisl zl 


定理 2.1.4 ! 设 4e (0,+ee)， ШЖ /( АЖ g) ШО, .‹ 
| 2л 2 А 2л _ AÀ 
[IAC dos | 1gGe)Ud0,(re [0,1)) 
证 ”从 拟 从 属 关系 的 定义 可 知 . | f (2) Il g(@(2))!, lo(z)|<lz1, Bigz) fÆ 
”次 调和 函数 ， 当 pe (0,r) 时， 有 
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ол РА 4 д, 0л - р. 10 „А 
[ISe аё< [igp yido 


` А m . ` 4 BA L л й a ш 
ng I greyi вер. ("7:000 Эле ，， 
2л 0 те –Фф(ре ) 


z- „Жол о, 
2 (аске) dt i 
4% p 一 上 时 即 得 定理 的 结论 . 证 毕 . 
O 推论 2.1.1 ЛЕЧО, но), гє [0,1]), 车 f(z)<g(z)xeD, 则 1 


+ 


2л a А DN у зө, А. >: 
| pa / етеу! d0 < Í (уе)! de. (2.1.7) 


2 正 实 部 函数 


' Я Я) 


定义 2.1.3 设 函数 p(z) # D 内 解析 且 满 足 p(0) =1,Re p(z) > 0 , 则 称 p(2) 2 
EKREM, KAWEA P. , 
下 面 讨论 正 实 部 函数 类 的 性 质 НЫ 


定理 2.1.5 设 p(z)=1+ piz+…e Р, ГРЕТА: 


(1) FEMRA 2A), 9 


{т 


рб) = | < aO, ул) (0) =1. (21.8) 


(2) 对 于 m=1,2,…， 有 ` 
224420 (211.9) 
ЖР А@ =0,1,2,---,И) ВЕН, BAR ру =2, Pi = pu (>D. 

证 (1) Ере) еВ, H Schwarz 公式 G1.6.W)., 对 于 zeD . 


И -| p= pe +2 


m „Ке р(ғе")аг 
ге 


-L 2 ре пей +z ay r). | . ' (2.1.10) 
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Жр y(r,t) = 18 [Re p(re” jdt; (te [0,27]; Ж 1800185838 EER (0 (г) <1). 


于 是 可 以 得 到 数列 7.(0 < г, <D, r, SIn) EEr) KAF), ЕЁ 
制 收敛 定理 ， 得 оз с а 


ЫЙ 
F 


пе + e" + 


р(х) =lim [2 274006) = r 5400 


(2) Ж р(х)є Р, Н (1) 知道 


| 2л : i ‘g ha’ А, . 
p, =2 [ edXDE=1L2) (2.1.11) 
根据 约定 ， 当 大 < 0 时 上 式 也 成 立 ， 因 此 Ч 


r де" 1а у@) =》 АА [е ауд) 


ау) 20, жи 420. Сеил 
k=0 1=0 
i 


下 面 要 证 明 若 (2) 成 立 ， 则 p(2)e Р, RA =z (k= 0,1,2,-..,m) , т co 
就 得 到 | 


| о0< Уру, 40) = 21} еў р; А та 


&=0 1=0 1=0 К=ї+1 
=2(@1-14?у Ве p(2) 
由 此 推出 p(z)e P. Е. ` W тас 7 


推论 2.1.2 车 p(z)e Р, 2 62. “poji 
证 设 p(2)e P, 由 (2.1.11) 式 得 到 
= 2 r eax 人 <2| art)=2. 


те [0,2z]) 时 等 号 成 立 . 


Р, 
由 此 即 得 结论 成 立 . 证 毕 . 
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с 定理 2.1.6, # рде P， 则 对 任意 复数 4n 恒 有 .以 人 С, 


Ca р, = Арг Е2тах(1,11+244). 


当 |1+24 世 1 时 , 使 等 号 成 立 的 函数 为 рб) =112, ш1+241<1%, р) = 了 < 达 
=Z . 1-2 


等 号 . юу ` I А АА Ий i aks (>`, 
证 因 zaeP， 所 以 存在 解析 函数 O, ркі, oo- 0 ， 使 得 
зс СУ 
1+ф(®) 2 
=—=l+pi Ө, (2.1.12) 
тро) ЫМ 
令 p(z)=1+cz+cz+…， 比 较 系 数 可 得 .. 
| | кот “a „ а б : ‚* e i 
' р, = 2c} p, =2(c = сү). — ` 


于 是 对 任意 的 人， 有 ИШ 
р, Ap = 2 le, - (+ 2A)c? | 
< 2(1с,1+11+2411с, Р) 
` ç + 
<21-(0-11+2401 P] = ~ 
=21+(011+241-)14 P] 、 
С <2max(1+24D ° `°: 
证 毕 . 
Ж рде Р, 可 等 从 地 写成 Pa 这 .从 而 存在 解析 函数 9(z),19I<1， 使 


a вн 


рб) = eA ng g(z) =2 P(z)-1 


p(z) P+ | 
д нвн 
ЖЯ 217 #р(х)єР, № | WT 
1-11 4 -1l+lzl_ В: | рле 
„Уу 1+1! Оо, ғ. 
1+1 ü pG) 1—12 Г 
2. 
| Ер: 
p'@) ттр; 
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1—14; о ЕБЕ l аак, 
,ul ад РАК {б 1 
l+izl 1—12! 
ИЕШЕ. ” ， бэр чыз ауаз че U 


我 们 还 可 以 引进 并 讨论 正 实 部 函数 的 特殊 子 类 性 质 : К 
ро -1+ Ўр, рй, А, BEREZI- L< B< As1 的 实数 ， 3 p(2) 


K 


了 . t : ` G : 
在 D WE AB ЖЯ po, 则 称 函数 p(z)e Р(А,В). 显然 


Р(А,В)с р(1,-)= Р, Н р1-268,- D- (pC вер > A), Beto, D .从 略 . 


Е . Í УРЫ 


822 sem панж | 


Ка А аш 


定义 2.2.1 HRA f(z)e $,ze Р›Ж ЖЩ f(D) 类 于 原点 星象 . Mwe f(D 有 


we f(D)t e (0,D), 则 称 (az) 为 关于 原点 成 剧 旬 函数 ， 其 全 体 记 为 8 


定义 222 ” 设 函 数 f(z)e S,ze р, Ж /CD) 为 凸 区 域 . B Yw, we f(D), 有 
tw, +(1—t)w,e f(D)» ЖЖ f (аан, Жаа Ка. 
AÈ 由 5 和 太 的 定义 可 知 ;4 Ж (о) 5°, WFE K AMB52 ЗА. | 
设 f(z)e 8 ， 在 映射 f(z2)2 F, Эа D 与 D = (zl z|er)(0<r <р 
域 为 Jr(D) 与 FLD)， 于 是 有 如 下 定理 : ”am ‚олу, 
定理 2.2.1 设 w=f(z)eS， 则 ааа 
(1). Joes 今 对 任意 的 7E (0,1), ;7(D,) 为 星象 区 域 ， .1 
1 ， (2) f(z)e K ЖЕ Ж гкє!(0,})› ABER ora а. r 
证 (1) 车 f(z)e 5$*， 则 f(D) 为 星象 区 域 . 要 证 明 f(D ) 为 星象 区 域 ， 只 要 
证 明 对 f(D) 内 任意 一 点 wi， 线段 关上 руй, ` 
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设 we f(D), W f(D) 为 星象 区 域 , , 故 owcf(D)， 于 是 当 0<t<1 时， 
Viwe ою с f(D)， 即 点 tw 在 f(D) 内 ， 于 是 函数 7[#( 四 =W(z) 在 D 内 解析 ， 
且 w(0)= /7[#f(0)]=0,1w()I<1, 由 Schwarz 引 理 1.1.2 得 到 ,在 D Aly) Kzl. 

W w 是 f(D,) ЕЖ, w = f(z)l|z kr, ШЖ (а) 14141, Bp 
1f7 (tw)l<r .下面 要 证 明 twe f(D,). 

因为 we f(D)C f(D) , W меур). FER м = ӯ (2,)(12, k) .从 而 
lz, и) Ц tw = f(z)e f(D,)(0<1<]). Blow, 上 所 有 的 点 均 在 
f(D.) 内， 亦 即 ow c f(D,). 所 以 f(D) 是 星象 区 域 

反之 , 设 f(z)e 5, Уге (0,1), f(D) 是 星象 区 域 ,， 下 面 要 证 了 (Zz)e S", 
即 只 要 证 明 f (D) 是 星象 区 域 即 可 i 

W. Vme f(D) À HIW ERDIA AERE) 0 1, uu 
w€ f(D,) ;而 f(D,) 是 星象 区 域 , 所 以 ow с fD) č FOY, Blow c f(D.). 
故 了 CD) 是 星象 区 域 ,因此 了 (z)e S°. 

(2) 车 f(z)e K ， 在 f(D) 是 凸 区 域 .要 证 明 урур нч ова AEW 
vw,we f(D,)， 有 wwe f(D,) 即 可 . 

RRR: ww, HAREN ш = tw + (1—t)w,,G@ e [0,1]). HT m,w e f(D,)，, 所 


Ди = f (z), = f (4) + а, 90,1 z AIZ |< r Ah 19 231. 考虑 下 面 
的 函数 


Op(z)= (1-0) гу) zl<l,te [0,1) . 
2 
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显然 gz) 在 D 内 解析 (1 12 Lzl< 了 .对 Vze Di = feje FD)sw: =G де f (D) .而 


(еа 


ADELER, ў" «гө, те [01765 有 2. боза 
(wa Lie ҒОР) 
М ИНКИ 


)=( @рЛӘ+ 94 ДО), (ze D,te [0,1]).. 


Ve 


500) = f '[0(2)]1E!tD WRH, HINL: 叉 因 9(0)=0, 了 -1(0)=0， 所 以 


А 


17(0) = 0. Schwarz 513 1.1.2 #1 17(:)14 21. $z 二 Zz。 ， 得 到 


аф 1" еа Ке I | . 
pz) =- Dm 
ET S 22 S а 
由 此 推出 ох, эр, ср б 67 а 
тсн f Co Шш +a- wl zkr, 


m 


EB w= ©, ЖШ ww 的 人 一 点 (os, +@- д») жаи р, 内 
. CONE T) zh, ' ”AS BD Р 
因此 | 


` 


(tarom) f(D,), е [0,1]). 


. , r ar 
~ N ' a 


Eww, € f(D,), ил) акн, 


v 


RZ, Ww= Ро). вм (0, D. 了 (D,) 为 西区 域 要 证 f(Wek， 只 要 证 


"ойлы. 

А Эла, © (© | 
уму, e f(D), Ew É W> Ж f (z) = Wis Ў) = Wy, Z, É Z, Z, z, E D, 

.不 切 设 1z 9 2, =r <1, WETA Vw, wE fD) TSD) ADRS, A 


мие f(D,)c f(D); Bwm, Су. FARER, WEHE. 
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定理 2.2.2 车 w=f(z)e.S， 则 Т г 


а) FOES epo- 09р sa 
7. У z, 
f f 2 


证 (D 先 证 必要 性 . 设 w= f(z) 在 D 内 星象 ， 由 5S 的 定义 和 从 属 原理 推出 
Urlo:zeDjcifta:zeDj= f(D.),G@e [0,U,re (0,1). 


因此 后 一 区 域 仍 为 星象 区 域 ， 从 几何 上 看 arg f (re) 应 在 区 间 0< 0.< 2x 内 递 
增 ， 因 此 


ю Í (те? ) 
J (re 
НЕ f(0) =0, / (0) =0, р(0) =1, 由 此 推出 pze P. 
其 次 ,证 明 充 分 人 性: 8 кое © ер, 则 对 于 0 421,700) +0, EN p(O 


`Re[re' 17 2 тов fee 5 = Larg fre) 20. (2.2.1) 


RAMAR. ЗА, 是 jz) 的 展开 式 中 第 一 个 非 零 系数 ， ЛД m= p(2)=1, 


O= 0, f(0)=0, H (221) җн 02) 308 (0 эл1 的 递增 函数 ， 且 


总 增 量 为 

六 2 ae7oeojab- Re[- Т жо 2л. 22 
其 中 z=re”,re (0,1), BAAI z Fr 对 应 的 像 时 线 fa z E 门 为 简单 闭 曲线 ， 不 可 
能 与 w=0 出 发 的 射线 有 两 个 交点 ， 所 以 lzF 与 fdzF 门 一 一 连续 对 应 . 因此 f(z) 


ED AAM. 并 且 对 每 个 + <1，/(D,) 是 星象 区 域 , 从 而 7 四 为 星象 区 域 ， 即 f (2) 
在 DD 内 星象 ' с 
(2) 必要 性 : qk / (с) ит. 我 们 先 证 明 


c(r)={f С) 121 r)(r e (0,1)) 
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是 凸 曲 线 ， 若 1z Iz kr, $ 


w, = f (21), w, = f (z,),w, = tw, +(1—t)w, ; 


7. 2+ 01-0 (о) є (f(2) Лак r) = fD) 
ә) 


”这 表明 РР) 为 凸 区 域 ， 因 而 c(r) 是 凸 曲 线 

下 面 只 要 证 明 对 Vre (0,1), FD, HEE e 1+Ro tE >0 即 可 

T, 为 7(D,) 的 边界 ， 其 参数 方程 为 w=(f(re”)= pe, Afees, MAT, X 
解析 曲线 ， 当 z = re? Wl zler ERREZ, 圆 1z|=r 在 此 点 的 切线 与 实 轴 正 向 的 夹 角 
为 p+ 对 应 点 w= ре? Г, 正 向 移动 ， 在 该 点 处 T, 的 切线 与 实 轴 正 向 ,由 导数 
几何 意义 知 , 夹 角 бер+ +arg (пе). 所 以 f(D,) 为 凸 象 区 域 当 且 仅 当 p 增 加 
时 ， 幼 也 随 之 增加 ， 即 | 

x = Lt /'(те?) > 0(рє [0,2z]). (2.2.3) 

0700) = 0， 所 以 在 T, 上 f'(re#)= OAT 


In f (re?)=lIn|l f (re )|+iarg (ге). 
Am oR, 


д , ір "(2) 
с = ве ) 2.4) 
5 аге (те?) = Re FD (2.2.4 


故 f(D) 为 凸 区 域 . 当 且 仅 当 在 1z 上 > 上 


афа кы” >0. (2.2.5) 
дф Ў 


利用 调和 函数 的 极 值 原 理 〈 定 理 1.6.4) Ап, (2.2.5) 不 能 取 等 号 . 证 毕 . 
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推论 2.2.1 函数 f(z)e K МНИХ м zf (z)e 5°. 


证 НҒ 
а 2-5, ; (2) 
ба =] 
2 ZI (2)]/2 f'(z2) =1+ ЕЛЕ 
由 定理 2.2.2 即 得 结论 . 
定理 2.2.3 设 Fz)e 天 ， 则 
2) 2+1 
Reg(z,) =R -—)>0,(z,te D (22.6) 
е g(z,t) то) ДИ а я, (z,te D). 
ЕЕЕ 1 
ке О) 1g ‚к Жез а 一 б є D) (227) 
f- 2 
(2.2.7) енш Е 因而 蕴涵 
А Ç 
) (2.2.8) 
e -afe эе 2 (се D) 
证 若 f(z)e KK ， 则 f(z) 在 D 内 单 叶 ， 因 此 函数 
27) 2—4 
BD a s 
在 ze D;te D 时 解析 ， 这 是 因为 
tim g(z,1) = + ce D). (2.2.9) 


е) 
存在 .又 因 c(r) 是 凸 曲线 ， 于 是 arg[f(re”) 一 了 (re”*)] 为 关于 pe (0,0 +2z) 的 递增 函 
Ж. 因此 当 z = rei? z t= re? ні, # 
„Ж. д кые йур: 


У (9-70) Әф 


由 于 此 时 有 Вер) 0， 且 必 有 Reg(z,t)>0(zlHt 上 x<])， 由 连续 性 推出 


z=1 时 也 成 立 . 这 是 因为 先 对 1z < r ， 然 后 对 1t I<r 应 用 最 大 模 原理 ( 引 理 154%, 
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Wa itk rit, Ж Reg(z,t) 20. $r ГЕНОВА Zk, It l< 118 pR 
э. 因此 从 (2.2.9) RA (2.2.6) KAT 以 推出 1+ во © ъз. авв. .. 
| Z 
由 推论 2.2.1 和 定理 2.2.3 ЕИ ИИ. Е | 


alg 3 А 
推论 2.2.2 Efes, WAE | 
Эт о у AA p! сыз 
/Oy 
„рн. X, PEELA J> 0 K 
RD FF jf = p Е һа 
tir +. Сз 
i +в 一 
(或 f(z) єн >0). 
‚- о TO a 
‹ 5, [ан É dt~ ! 
' t t 
定理 2.2.4 Wwf(z)e S, ТӨР ‚э .. o ` 11 мј ' F ' а 
` DEJOS Wia Ва(п= 2,3,5): Zeus ат 


`1 O) уо) оета йй: донен, ЯГ 


n=l 


(аы 1, (n= 12, Э: 


(3) уск, Wla, <1, n= 23, 2): | | 
分 别 取 函数 _ 
ura q- 7с a ,f(z)= . 2 7/0951 Tng E КЧ (2.2.10) 
но оаа ст 850 
证 D 车 f(z)e 8 ， 则 由 定理 2.2.2 知 о, 


zf) .. 
—= 1 P 
f(z) р(2)= Ури = аш. А, adl ^) 


比较 等 式 zf“(z) = FOPO 两 端 展开 并 系数 ， 即 得 递 推 公式 


1 п-1 ` 
aF 2212, Prq (п =2,3,-..) абы сы 
再 根据 推论 2.1.2 可 知 1р, ,区 2 ， 故 
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{сї Ча, i- Sia, Кп=22;3,-), D<, 0211) 
n— ， | 


1 
in = 2 Ff, Alap K2 я. '. б, 660 Xt cuer ас, 
1 1 ООА ` t tr L. í. 
la, =>] p, + pa, KS (2+2x2)=3 
| 2 :4 Y тИ, 
设 k<n 时 ，1a, (<, Рк = пв, # 
If 
w Рала Пр, + +a pl 
" AD : j 、 
<2@+2+-+п-1_} 17% И 
| \п—1 б, 
, . - ， 
由 数学 归纳 法 知 ， la, I< n(n = 2,3,…). 由 т P = Уп" eS, W 
\ . \ , = n=l бе. 
Жа, En, Wa, 长 为 精确 的 ， 不 能 再 改进 . об, рки 


(2) 由 假设 知 SOSY ames., EROE э Рс) НОЕ ЯТ Ж, 从 


тда 03 й, В (0) =1, 1: 081, (0) #0, KPEK 
解析 ， 又 是 偶 函 数 ， 于 是 有 | А 
Ф(2) =1+b,z2 а ++, "+ (2.2.12) 


H d 


- 7: — ` 


X F) = rofa , Вр ` ` 


`: 1+3a,22 +s. +n + Dayz + ooo a 
=(1+b,z? +b,z* +---+b, 2 заа Фа 十 … +02" +) 


比较 上 式 两 端 系数 得 
3a, =a, +b, 


ta 


(20 +1)а,, =b, к thnsa t + bas, аа ЕК 


€ r 4 1. 


2а, =b,,---,2na,,, = b;, 二 
XA fjes ， 由 定理 2.2.2 知 ， е 7 
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Кедф(2) = вер > 0. 


从 而 由 推论 2.1.2 知 ， 在 (2.2.12) 中 有 
Ib,, 2, (n=1,2,---) 


由 此 得 到 
la, = (lb, 1/2) <1 
4 = 2,3,:.:,п ЕЕ, #la, 长 1， 则 
1 | 
Га, = 15, +b,,,G, +++ brayna | 
, 2n . 
< нта, 1+ 1а, l+ +l a, |) <1 
由 数学 归纳 法 知 |a 长 1 (n=1,2,…); 


(3) 由 于 


F’) _  2a, t 60 z 122 + 
ҒО) 1+2а,2+3За,2? + 


当 z= 0 时 ， 其 值 为 0. 考虑 Ya = 让 + 显然 Ww(0)=1， HE D 内 解析 ， 故 
. (z 


有 展开 式 . 
yz)=1+bzt+bz +. +b, z" +, (2.2.13) 


n 


因 /(дєК, HEE 222 知 Rey(z) >0 .于 是 根据 推论 212 中 的 结论 知 


lb IS<2,(n=1,2,::-). 
H (2.2.13) 式 得 到 
РО) = (b ++ +b z"! +0) f (2) 
即 
2а, +60,2 +---+n(n + Da, 21 + 
=(b +b,z+---+b Z" +e )(+2a,z+--+na z" +) 


由 此 推出 
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2а, =b,64 =2а,} +b, nnt Dani =ла, ñ +(0:ра, b, t 2a,b 1 +b, 
于 是 ， £ 


.“.. + 
МЕ. . - 


ане анаа в D <0. 
жел, kia 于 是 当 k = 二 n+1 时 ， 有 


1 :rf R 
1a £ — [nl a,b, 1+(n— Dla b, I+---1b, 0 
ДЕ 1) 


< 


т pn +2 D+. +2. 2+2)= | Ñ . | 


由 数学 归纳 法 知 1a, < 1(n = 2,3,…)， майлон. -Se esS 时 ， 可 以 证 明 


1 ‚ n=l 
1276 К. 这 里 4a, = Қп = 1,2, 2, Еа, ЕТТ 不 能 再 改进 . 
А 


e 


А. )1 _ 1 
定理 2.2.5〈 积 分 表达 式 ) Efes, W 
(1) f(z)e Wasika: «(2л)—«(0) =1， 使 得 


f(z)= гехрі2 f” та та Mallze D). (2.2.14) 
(2) f(2e K ч B iM ҮР ДЕНИ, aoao) at0) =1， 使 得 


f(z)= fief" oec маа. 


(2.2.15) 
证 (1) СЕ дш злз 0822222 s 

zf (2) ГЕЯ Taat) i аы 
ҒО) 1-е үа, 

由 此 推出 Soa sa 
LO L, pio 
f(z) z 1-2 оу 

两 端 关于 z 积分 ， 得 到 
ов 


= -2 全 log(L ~—e a)da(t) avi > 
由 此 推出 (2.2.14) ЖУЗУ. 上述 证 明 是 可 ЖЯ. 
(2) 利用 推论 2. 2. 1 即 得 到 〈2. 2. 15) Ñ. 证 毕 . 


з. ' 
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推论 2.2.3 设 f(z)e 5S*， 则 对 任意 实数 ,0<w<l 函数 


F(z)= [ e) dt 


是 DD 内 的 单 叶 凸 象 函数 . | 
证 若 f(z)e 8 ， 由 定理 22:5 存在 [0,2z] 上 的 增 函数 wD), "ай =1, 
使 得 
ГО) = гекр(-2 Ë” 1oga —e *2)da(9) 


要 证 F(z)e K ， 由 推论 2.2.1 只 需 证 明 zF”(z) e $ 即 可 . 
eF’) = 42 09е = сехр{-© [“loga —z)de() 
2 m | | 


由 于 0 <Q<1， 所 以 zF‘(z)e S .从 而 F(z)e К, WE. 


#0224 设 f(z)=z+5 az"e A,ze р, ЖА 
n=2 


(1) 车 f(z) 在 D 内 有 nla,1<1， 则 f(z)e Ss"， 从 而 在 DD 内 单 叶 ; 


n=2 


(D 车 f(z) 在 D 内 满足 nla,1<1， 则 f(z)e К, BED 内 单 叶 ; 


证 GD B 
РКУ 0а, Па" 
п=2 . 
<121-УЧа, Пат уо l ze D 
n=2 
由 此 得 到 | 
ЕАО 


ве ©) „р, (с) р 内 单 叶 的 . 
f(z) 
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(2) 因 = +} агу=:+} na, ‚ Bfe K< ;y“2e8e sS, H (2.2.1) 


可 知 | 
Ут la 11 
此 时 ， fe K, Bl f(z) 在 D 内 单 叶 , 证 毕 . 
从 定理 2.2.5 容易 得 到 偏差 定理 : 
推论 2.2.5 设 f(z)e S, | =т<1, 


(1) 若 f(z2)e 8°, m 


r r 


< < = 

(1+7) у) (1—г) 

Е! 
D 若 F(z)e К, М | 
r r 
r 17091817 
АЗ (e)z fe) (rt ERRER SRY. 
(1-72) 1—72 


定理 2.2.6 对 Vf(z)eS (BP)， 有 
бт) МО, f)=p<1,M(r, f)= | f (r) , (2.2.16) 
且 D=1 当 且 仅 当 上 为 Ko = zJa— 22 0 的 旋转 . 
证 车 f(z)e S. WAS 的 定义 可 知 


# © p+d-p)p) 


ЈО) 
由 此 ， 得 到 
1-01-26)" a FO ller _ (2.2.17) 
l+r f(z) l-r 


且 Kj 的 旋转 时 上 述 不 等 式 的 等 号 成 立 . 故 
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2 iog | f (re) I< 1+d-22)r 
дг 1 一 7 


对 上 式 两 端 从 石 到 方 积分 ， 得 


а- г, у? а- r 20-0) 


(е) і< 0ке). (2.2.18) 


2 1 
ЖЕО< <р <1,0є [0,27], ROEE (ђе?) М. (һ, f), MM 


20-D) 120- 有 
амор freh 
h 


n 1 1 


wr l-r М r, 了) 为 严格 递增 函数 ， 因此 


1—)20-® 
Ç моу) 


іш)? М (r, у= р 


存在 ， 又 对 f(z)e S$ (Д8), Ам Р) т" жоє [0,1], о=1 4 B. 


_ 0-0 


当 上 了 为 Ko(z) 的 旋转 , 证 毕 . 


定义 2.2.3 定理 2.2.6 中 的 D 称 为 $ (0) 的 增长 指数 . 
定理 2.2.7 车 f(z)e S$*(B),p >0， 则 存在 唯一 径 向 最 大 增长 方向 . 
证 (1) 证 明 其 存在 性 . йг ->1 且 广 递增， 选取 使 得 


I /(те® у= M.,(r,,f). 
ШЖ г<, Ш (2.2.18) R 


< (1— r, 20-0) (1— г)? 
` r 


Гре) | f(re® у 


又 { 6 } 是 [0.2 称 ] 上 的 无 穷 点 列 ， 故 { 9, ERAO. ， 因 而 


p < a _ rA a _ г)? 
Е r r 


| f (re) |< M.G, f) 


но 的 定义 ， 可 知 lim mmr) | fret) р. 
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(2) 证 明 唯一 性 . 假设 最 大 径 向 增长 方向 不 是 唯一 ， 则 存在 e9 ,е 0 + Ө,, 


б іт е7 а- г)? | Р(ге®) p,k =1,2. 
S(O йти 


со5°0В) 17:70) = | md), 


人 是 X={x:|x|=1} 上 的 概率 测度 ， 因 此 Ye SARR 


го) = | :ад(х) ` 


ж (1 — хе! poA 


zl- rý i, 
чё (1— хле ) ® п+щт 111 


-PeP | fire) H [ 


| ra" I<1. 由 Lebesgus 控制 收敛 定理 可 知 ， 当 了 一 1 时 ， 上 式 右 端的 积分 趋 


1— xre 


Fo, Am 
iml- r” | f (re) = ulet) = р 


ше 点 不 为 零 . 令 8(z) = Af e 8°(0), Wf) Ee (k =1,2) 4 
二 阶 极点 . 这 与 8 的 单 叶 性 矛盾 . 证 毕 . 

类 似 的 方法 可 以 得 到 : | 

定理 2.2.8 HYE K), £ 

lim -7)M„(r,f)=p<1 

НРК, =r ЕЕ 

定理 2.2.9 STOCKA p>0, 则 存在 唯一 的 最 大 增长 方向 . 

设 01 是 实数 ，7 为 复数 ， 对 于 8 (А,В) GR К(А,В)) 上 定义 积分 算 子 
1(f)(z)=F(z)， 其 中 


а+у+ а та ачр. 
г) = (77 (роу payye (2.2.19) | 
2 
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Ep, АЛЕН, ИТНА. 
我 们 需要 如 下 引 理 
引 理 2.21 设 MD 和 N(z) 是 D 内 的 解析 函数 ， 且 M (0) = W(0) WREN р 
映射 成 一 关于 原点 成 星 形 的 区 域 ( 可 能 是 多 叶 的 )， 则 当 | 
M'(z) 1+Az 
NG) 1+Bz 


.时 ， 有 
MG) _ 1+ Az 


N(z) 1+Вг' 
证 我 们 分 两 步 来 证 明 . 
首先 ， 证 明 р(х) =1+ р” є P(A,B) 当 且 仅 当 1p(z)-mk M ,其 中 


1- AB А-В 
m —=——,. = . 
1— В? 1- В? i 
当 В+ Ер, # plz)e P(4,B)， 由 从 属 定义 ， 存 在 D 内 满足 条 件 . 


w(0) = 0,1 wlz) k 1 的 解析 函数 w (z) ， 使 得 


_ 1+ Aw(z) 
Р) 1+ Bw(z). 
由 此 可 知 
p =m = CTA- mW у BAWO) , = BIWO) 
1+ Bw(z) 1+ Bw(z) 1+ Bw(2) 


WI e(z)l<1(ze D). Ш p(z) —m l< M R. 


反之 ， 若 | p(z)-ml< M(ze D), ДР) m <1. 
M M 


-AOAO оку) EDAH, E 


A моу Рт _ 
% h(z) M , W(Z) IOR ` 


w(0) > 0,1w(z) kK1 通过 计算 可 知 


1+ Aw(z) 


1+ Bwl) OS PAD. 


PO n 
w(z) А-Вр()” р(х) = 


щВ=-—1р], gil p) -mk M 写 出 如 下 等 价 形式 
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1-А 
p(z)— IB a 1 


一 1+B 1+B 
1] 一 
上 式 中 令 下 一 -1 时 ， Wasa ШЖ ре ‚ Вр 
-zZ 
р(х)є p(A,—1) .必要 性 显然 . 
其 次 , 正 充分 性 . 置 p(z) Lo 则 p(z)e р(А, В), BA M’(z2)= p(z)N”(z) . 
< . 
ED 内 任 取 一 点 z。， 考 虑 w 平 面 上 w= N (z) 的 像 区 域 N(D). wT ERK w= 0 和 
w= N(zi) 的 直线 段 . РМО) М8, Г с N(D). L ET жЕ» = N(2) 


的 原 象 ， 它 联结 z = 0,z = z, TÆ L 是 一 条 简单 的 解析 曲线 . HFM (z) # D 内 是 


解析 的 ， 所 以 | 
М(2) = | М'да = | рома 


шге, 5 М() = р(0)е%, 那么 9 = 人 内力 在 L 上 常数 ， 而 


MG) _ 
М№,) Re 


— рдам) = 二 papg 
其 中 R=p(z,) ,由 于 P(z)s P(A4,B), 由 (1) 知 , 当 te LCD 时 ,1p(z)-ml<M , 
mM 5 (1) 相同 ， 从 而 


М (у) 
№2,) 


| . 
| -1н— [plWdpW -mi 


1 eR 1 & 
= (00 - таро) | мари) = M 
EAH O 即 得 所 需 的 结论 .证 毕 . | 
定理 2.2.10 #а> 07>0， 7 为 满足 条 件 Re[j > — -n+ ZA) 的 复 常数 ， 如 


B). 


果 f(z)e 5"(А, В), MH (2.2.19) 式 定义 的 函数 Fz)es” езен 
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证 (2.2.19) 式 两 端 对 数 导 数 ， 得 


аът) оре) ууда 
&+711) 一 一 =—— n 
F(2) [етуда 


命 М(о) = z” (о) у [у Wd, NG = [отуда ， 则 M(z) 和 


N(z) 都 是 DD 内 的 解析 函数 , Н M (0) =N(0) =0 H N(z) = t f“ (t) an, N(z) 在 
D 内 除 原点 外 无 其 它 零点 ， 于 是 


zN‘(z) 


1+ Re 一 一 一 NG) -Reyin +a LO 


т) 


A fG)e S (А,В) 和, Re 了 加 > 全， ыт 可 得 


1-В 
zN”(2) а) 
N'(z 


Re{1+ ND АНИР }2 


Ат М (©) ж D 映射 成 包含 原点 的 凸 性 区 域 当然 这 个 区 域 关于 原点 是 星 形 的 . 


Ар, н МС) ж МС) 的 定义 


MG) praf «рука єр 
М (2) ҒО) 1+Bz . 


再 由 引 理 2.2.1， 最 后 得 到 


МО, ка (аір -2+7 
М2) 1+ Bz 1+ В; 
Вр 
‚ 1+ @А+п8,„, 
zF о @+7] 
Е (2). 1+ Bz 


АП F(z)e se, 


В). 证 毕 . 
BIS є K(A,B) = (0) е S`(A,B) 利用 定理 2.2.10 不 难 证 明 


推论 2.2.6 在 定理 2.2.10 НАЕТ, ж/е К(А,В), Шш (22.19) 式 定义 的 
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Cha : . 


函数 F(z)e 9 (一 一 一 ,了 ) . 


推论 2.2.7 Wa > 0,7 2 0,7 为 满足 Ret 力 > 的 复 常数 : 


DËSES, руну (2219) 式 定义 的 函数 f(D)e s EL-i; 


(2) #/(Әе K, шш (2219 式 定义 的 函数 F(z)e кепе. 


定理 2.2.1i Ж/Ое5, 5 бз, 
1 , 
FG)= S UG) + (2)) 
则 十 F(psz)e S, p, = 二 不 能 再 大 
Pa 2 
证 ш (2220) 式 得 到 4 
z 
| РО) Фс [еа 
对 上 式 取 对 数 导 数 ， 可 得 
pa lO „© 
f(z) f F(t)dt 


从 而 
ЕО) = +) 1 кшй=-„@+ уа 


但 有 (z)e 5°, Wan D 内 解析 函数 VCD,V(O) = 01 ф(х) 1, 使 得- 


f'e _1-ФӘ З 
ПЕТУ ТУ 将 其 代入 上 式 ， 便 得 
f(z) 


1+ Ф(2). 


F(z)= 


上 式 两 端 取 对 数 导 数 ， 得 到 ， 
ZF) ZF 292) _1— (2 _ z@(2) 
F(z) Ра) @Q2 1+9(z) l+@G) 


zF”(2) - Re[ 22] -R Re 22 KAON 
F(2) 1+9(z) 1+ р)! 
Фо) 1200)! 
IC 11+ gz) 
再 利用 定理 1.6.11 HH (1.6.11) Ñ, EH 


Re 
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(2.2.20) 


0.2.21) 


~ 


1-1ф(2) Ë 


афо) 21 
атчу 


№ (2.2.21) 得 到 
ве © zF”(2) 1100) 1 izl 
.F(z) Пф! ДГ 1-14? 


ZŁ KON 1 121 | 
“тту ga 1+1ф(2)1 11Р 


„HIER? 1 _ Izi 
+ 1rizl 1-lzÉ 
1—1ф()Ё 
1 12Ё)11+ (2) 


1=210 
МА 1 zF'(2) 29 1 Ri 5 
"(Z r h 
1 E 
—-Е(рух)є $ . 
Ро 


zF' 1+ 25 


ВФУ у ft ғ) = 207+) Н ===7 


。， 此 时 当 


a- F 
z= 一时 ， Zao, mien TRENA 证 毕 . 


推论 228 ESEK, ди вО) = 170) + 700) Ж 3 BI 88 B F (2) 在 
И; „ 内 是 凸 象 函数 ， ғо ж фу Ж, д ЕХ. 

HAX 5", К K 还 有 其 它 性 质 这 里 不 再 介绍 详 见 文献 [3]—[5], 还 可 以 进一步 讨论 
S", K 两 类 函数 的 特殊 子 类 ; | 

设 f(z)e S, А, В а < B<A<1 的 实数 ， 若 函数 了 (z) 满 足 从 属 
关系 


or ,1+Ahz (RI, Olthz) 
РО) I+ Вг f(z) 1+Bz 


则 称 f(z)e S'(A,B) (或 f(z)e К(А,В)). 显然 
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S (4BCS CD=S 
K(A,B) c К(-1,) = K, K(A,B) c S`(A,B) 


АмВ= –1,4=1-28(8 є [0,1]) 时 ， 还 得 到 


`@-28,-0=\/(д= 5:е E > p) =S (D; 


(а) 


К(1-28,-1) = { Р(о)є 5: :Re gay > В} = К(В). 


类 似 于 天,S 的 方法 可 以 得 到 天 (4, В) M S" (А, В) 的 相应 的 性 质 ， 这 里 不 叙述 . 


$23 近 于 凸 函 数 Bazilevich 函数 
1. AFARA 


定义 2.3.1 Efo eS, WREE gE S ， 使 得 
Re осе р) (© G) ср) , (2.3.1). 
8(2) g(2) 


ж f(z) 为 近 于 凸 函 数 ， 其 全 体 记 为 C. 不 等 式 《2.3.1) 等 价 于 


ке 0-2 > 0(ze D) (2.3.2) 
h (2) 


(ma © z Pa。 
ZORON 


其 中 h(z)e K. | 
由 定义 可 知 ， 车 f(z)e С, ЖШ f(z)e 5°. 反之 不 然 . 
定理 2.3.1 车 f(z)e C， 则 f(z) 在 DD 内 单 叶 . 


证 设 f(z)e C， 利 用 (23.2) R МЕЙЛ (и) ЕН = h(D) 内 解析 ， 
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Agw) = FI NRE 


f >0(w=h(z)e H). (2.3.3) 


, = R 
Reg (w) = Re en 


ПИТ и,» еН, A 


ве”) PW) = [еди + (0, — м) >0 
w, ~w 


MOW E H KRN, MT f (z) = g(h(z)) 在 DD 内 单 时. ЕЕ, 


定理 2.3.2 设 f(z) 在 D 内 解析 单 叶 ， 则 f(z)e c 当 且 仅 当 y(D) 关 于 全 复 平面 
的 余 集 是 一 些 闭 半 直线 的 并 ， 这 些 半 直线 的 相应 的 开 半 直 线 互 不 相交 . 
定理 2.3.3 若 f(z)e C, Ша, <и, (n=1,2,:::). 


证 车 f(z)= +} а eC, 则 3g(z) = z+ г e 5S”, 使 得 (zf 人 (z))/g(z)eP. 
n=2 n=2 ` 
假定 


zf ‘(z) 1. п 
= =1 . (2.3.4) 
М p(2) +È P.Z 


H (2.3.4) 式 得 到 


п-1 


па, = b, + > Р, 10, 


k=1 


XAI p, < 2,15, 发 n， 所 以 从 上 式 得 到 
п-\ 
nla, I< n+23 k = n° 
n=1 


由 此 推出 |a, l< n(n = 1,2,:-:). 证 毕 . 


作为 近 于 凸 函 数 的 一 个 子 类 ， 取 s(z)= £ (231) 式 变 为 
7; | 


Ке – 2°) 7(0)]> 0. 


ЖХ 2.32 设 f(z)e 5,ze D, WR 
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Im (0) =0 & Imz =0. ， (23.5) 
则 称 f (z) 为 典型 实 照 函 数 ， 
由 典型 实 照 函 数 的 定义 可 知 f(z) 的 所 有 系数 都 是 实数 ， 反 之 ， 每 个 具有 实 系数 
的 单 叶 函 数 都 是 典型 实 照 函数 ， 这 是 由 于 Im f (z) = 0 蕴含 着 


= = РО), 从 而 z=z， 即 Imz=0. 
定理 2.3.4 设 f(z)e S,ze D， 且 具有 实 系数 ， 则 下 列 三 条 件 等 价 : 
(1) f(z) 为 典型 实 照 函 数 ， | 
(2) 函数 
| (i-z у араа, -а,) € P; (2.3.6) 


: G) 存在 增 函 数 w(f)(t e [0,л]), ， 使 得 


= [< - =1. (2.3.7) 
ros [у 420,00) -a(0) 
证 设 zz) 为 典型 实 照 函数 ， 由 定义 可 知 Im jz)=0 当 且 仅 当 Inz=0， 且 
了 (0) =1>0， 所 以 当 Imz>0 时 有 Im f(z)>0. 因此 当 z= re”,te [0,2x] 时 ， 有 
Ref(r’ — 2) ©] =2rsint-Im f(re*)>0,te [0,z]. (2.3.8) 

Z 


对 te [z,2 克 ] 此 式 也 成 立 . 由 最 大 模 原理 〈 引 理 1.1.1) 可 知 ，(2.3.8) 式 对 1z Kr 也 


成 立 . Fror ERa (2). 


EK, Ë (2) 成 立 ， 则 由 P 中 函数 的 积分 表达 式 〈 定 理 2.1.5)， 得 到 存在 增 函 
Zate 0, т]), (2л) – a0 =1， 使 得 


Ве —z у) (2) = [UU aa) 
再 利用 f(z) = f (O) ADEO RE 0З) НЕНА. Рос >0 有 Im'f(z) > 0. 


因此 推出 〈1) . 证 毕 . 
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推论 2.3.1 车 了 f(z) 为 典型 实 照 函 数 ， 则 | - 


|а„—@„!&2› la I< n(n=1,2,:: 2 + ` 


n+1 


# 设 f(z) 在 D 内 的 典型 实 照 函数 ， 但 不 一 定单 叶 ， 例 如 ， `! 


dts )z 


zy 


=z+3⁄° + 525+: 


= 


SANINA, ошаш у арнаба (илаа, KD 
可 以 进一步 讨论 近 于 凸 函 数 的 特殊 子 类 : 
设 f(z)e 8 ， 若 存在 函数 g(z)e 5 (А,В)(—1< B < A<1)， 使 得 满足 从 属 关系 
' і . 


F) 1+Cz 
S(z) 1+Dz 
其 中 -1< D<Cz1, 则 称 f (z) e C(A, В;С, D) .显然 
| C(A,B;C,D) с Са, —1;1,— —1)=С 
还 可 以 得 到 如 下 函数 类 ; 


С(А, В) = {є S,3g є S (A, В), F 1+А@ 
g(z) 1+8: 


} 


Co p)= С@-2в,-11-28,-0={/'є $: xe sapa 9, B) 
Жер æ, Ве [0,D. 
类 似 于 讨论 c， 可 以 讨论 C(4, 甩 :C, D) P EAER. 


定理 2.3.5 Ë 20,7 为 满足 条 件 Re(M> -0-wi 和 的 复 常数 ， 若 


f(z)e С(А,В), ШН 
ач) 
F(z) „л [ уша . (2.3.9) 
Z 
定义 的 函数 F(z)e cát p). 
1+7 
证 定义 函数 G(z) 为 
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Gz = [етае . (2.3.10) 


由 Re{ 放 > -7 – a EREN 2.2.10 可 得 G(zye ç “т В): 


从 C(A,B) 的 定义 和 (2.3.10) 式 ， 推 出 “ 


PEO 2) и" Od 


С(2)2" [ета 


(1+2) 


在 上 式 中 ， 命 
Мо =) урт у а 


N(z) = [ t e (t)dt 
JJ M (z) #1 N (2) #0 D 内 的 解析 函数 ， 且 M (0) = N(0) = 0 .用 定理 2.2.10 的 证 法 


可 以 证 明 N (z) 将 D 映照 成 关于 原点 成 星 形 区域 ， 此 外 ， 由 M(z) 和 NN(z) 的 定义 


| | -М O .. 
` N (z) 8(2) 


HH C(A, B) 的 定义 可 知 
М) 1+А 1+ 
z z 7 
=7+ = (7 +1) ——————,:є р 
ND l le Р +В: S 
由 引 理 2.2.1， 可 得 | 
A+B 
M(2) 1+7 
р 
No I D Ta S 
或 
A+nB 。 
zF (z) _ 1+7 гєр 
G(z) 1+ Bz 
рое СС 18 В ву. 证 毕 . 


定理 2.3.6 5 joe S， 令 
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F(z) = + (О 


则 F(z) 在 | к= 内 时 近 于 凸 函数 ， H fD D 中 是 近 于 凸 函 数 ， 且 == 


不 能 再 大 . 
证 “由 已 知 条 件 知 ，38(z)e S ， 使 得 


PLOM eP. 
g(2) 


1 * 
令 G(z) = 4809 + z8《(z)]， 则 由 定理 2210252265 В С(ш)є S (zk > ， 


下 面 证 明 | z |< 1 z BR zF) 、 


С(2) 
因为 
f'e) EO- 1 Еа [50а - (2,30). 
80) [ода 
Hp ulaze Р, № (2.3.1) 式 ， 得 到 
zF’(z) = AL(zJG(ODTACz) [GWar. (2.3.12) 
由 此 推出 
zF (2) _ [с0а (2.3.13) 
ШЕ ulz) + и'(т)^——— б ' 
因为 4 | 
zG(z) =1+ 18 (ш) ges 


[сой 8(2) 


# D 内 的 解析 函数 9(z), pO) = 04 фс) I< 1， 使 得 


Сб) _ 2 
[сода 1+Ф%@) 


从 而 
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{ б@й argo 


G(z) 2 
由 此 ， 得 
G(t)dt | 
EO р. > (20314) 
G(z) 2 f 


再 由 u(2)e P а, #+# D 内 的 解析 函数 9(z),9(0)=0,19(z)IKk1， 使 得 


(= 1900), ， 再 利用 定理 1.6.11 知 
1—~ wt(z) 


2w'(2) 1 1—1 w(z) É 
(1+ и(2))? 1-12 1 1+W(2) É 


Га" (2) H 


=; Reu) (2.3.15) 


№ (2.3.13). (2.3.14), (2.3.15) а 


FD _ [ба 
Ке С) >Regu(z2)-l '(z)l:|+——— GD | | | | 
> Re u(z)-— Reno (121+12Р)) 


\21+12Ё 


1-! Z É ] 


=[Rez#(2)][l — 


1—2141! 
二 -121 


= [Ке u(z)]( ) 
但 ReJ(z)>0， MARIK A, REO >, DFO Ekl- p HEEF 
Z . 


1+2 
о) 500+ re КАРО = F 


> 


凸 函数 ， л = 


г=-18, Р(0) =0, Вр, -IRER 证 毕 . 
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2. Bazilevic 函数 


定义 2.3.3 wa>0, fes, -车 存在 函数 8(z)e S (4,B) ， 使 得 


zf “(2) fe ltAz ,oe 
f(z) 8(2) 1+ Bz 


其 中 -1<B<4<1 ， 则 称 f(z)eEB,(4,B) : В„(1—1) 为 Bazilevic 函数 
Ж. B (A.B) C B,(l,-1) = B,. 
定理 2.3.7 设 w > 0удй а ке{у}>-ат—© 的 复 常数 . 若 f(z)e В,(А, В), 


则 积分 算 子 


у+а 
ГАА 


1 
Е(2) ={ [ рда. (2.3.16) 
”定义 的 函数 F(z)e В, (А,В). 


证 设 f(z)e B,(4h,B)， 由 定义 38(z)e S$"(4,B)， 使 得 


а—1 , 
TT О7О lth оер. (2.317) 
g“ (2) 1+ Bz 
令 
1 . 
F(z)= Сала [еа Ode. (2.3.18) 
z” . 


由 Rey> -a4 及 定理 2.2.10 可 得 中 (ze $ (А,В) 
-B 


H (23.17) 和 (2.3.18) 两 式 ， 可 得 
F ОЕ) _ ZO- [feo 
五 (2) | Са Oat 


(2.3.19) 


上 式 中 , 命 
M=? f -y f° Od NGE) = (1 ве (a, 


则 MM(z) 和 N(z) 都 是 D 内 的 解析 函数 , НОМ (0) = N(0) =0. 用 定理 2.2.10 的 方法 
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容易 证 明 N(z) 将 D 映照 成 关于 原点 成 星 形 区 域 ， 此 外 ， 由 M (z) 和 N(z) 的 定义 


MO) U Gf) (2.3.20) 
№'() g“ (2) 


再 由 (2.3.17)， 得 到 
М tA , 
N (z) 1+ Bz 


є D 


由 引 理 2.2.1, T&E 
MG(2) _ 1+ Az 
М(х) 1+ Bz’ 


ze р 
由 此 推出 


gF°%(2)F7(2) р 1+ Аг 
FG) — 1+Bz' 


故 F(z)e В, (А,В). WEH. 
524 KAŽ P (А,В). 


本 节 中 将 通过 讨论 函数 类 已 , (A, B) 的 性 质 介 绍 常用 的 研究 方法 . 


定义 2.4.1 Ш-л5в<аҳ-1<8<0052<222 51, H P , (A, В) #74 D 
内 解析 ， 且 满足 条 件 
Dan fin EE. (2.4.1) 
(1 А) (2) < ТУВ; 


的 函数 f(z) =z- Уа, 1z KE>2) 的 类 ， 其 中 {a。} 满足 


nila, | 


— “— A, (п>к+1).. 
(n—Dla,,! 


由 定义 24.1, f(z)e Pi (A, B) НАЕ D 中 的 解析 函数 w(z) 并 且 对 于 


ze DD 满足 w(0) = 0,1w(z)IK1， 使 得 
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1+ Aw(z) z 
1+ Bw(z) 


(1—Az)f’(z)= eD | (2.42) 


显然 由 (2.4.2) RE Ке((1– 42) (2)) >0 , 并 且 P(A4,B) 中 的 函数 在 DD 中 是 单 叶 的 . 


从 (2.4.2) 式 解 出 w(z)， 并 利用 |w(z) I<1， 得 到 


44r -1 < 
А-В Аа) () 


下 面 研究 函数 类 P , (4,B) ， 并 且 得 到 系数 估计 、 偏 差 定理 ， 以 及 P. (А, В) 


(2.4.3) 


的 凸 半径 ， 对 于 函数 类 已 ，(4, B) 如果 补充 条 件 4__! па, ”> 4， 我 们 还 得 
n+c (n—Dla, il 
到 形 如 


C 


FG)= z! [fde >- (2.4.4) 


Z 
的 保持 积分 算 子 的 类 仍 属于 已 (4, В) Б, 4 F(2)e P ,(A,B) 时 ， 我 们 可 以 


得 到 (24.4) 中 的 f (z) 的 单 叶 半径 . 


1， 系 数 估计 


定理 2.4.1 Ë a >л! 则 f(z)e P, (А, B) SERĂ 


n-l)la, l 


y na-4)0-B)la, I< (A-B) -A(1- В) 


n=k 
证 ЕАН. 令 1z 上 1， 则 


Га д2) (0) -11-14- Ва 42) (2)! 


(А+ Та, 1 — Ў (п1а„1-А(л—1)!а„ Dz"! 1- 
А n=k+1 
I(A-B)+ B[Az+kla, 12 + У (nla, 1-А(п 1) 1а, z" 1 


n=k+l 


7 


<A+kla, 1+ У (л1а„1-А(л-1)1а„\1)— 


n=k+1 


{(А-В)—1В\[А+К1а, 792 (п1а,1-А(п 0) 1а, 1) 


n=k+l 


<А+Ў\л1-А)!а„1-((А-В)у+АВ+В$`л(1- Ala, 1) 


n=k n=k 
=} л@-Ауй- В)! а,1-[(А-В)-А(@-В)] 
n=k 


于 是 由 最 大 模 原 理 〈 引 理 1.1.1) 4, f(z)e P,,(A,B).. 
其 次 ， 证 明 必 要 性 . 令 

| (-42)/(2—1 | 
А-В(1-— 42) f G) 


-(åz +k la, 12 – > (nla, 1-4А(п 11а, йд" 


У п=К+1 – l< 1 
(A—-B)+B[Az+kla 12 + У, (п1а„1—А(п—1)1а„ De™ 
n=k+1 
因为 1RezIsl zl1， 对 所 有 的 z 成 立 .所 以 我 们 有 + 
А+ Кіа, 12 + У (л1а„1-А(п—1)1а„_ Nz" 
Ве! п=Ё+1 一 ) < 1 
(A-B)+ B[Az+kla, lz + У (nla,l-An—D)la, 027] 
п=К+1 


在 实 轴 上 选取 z 的 值 ， 使 得 f"(z) 取 实 值 ， 在 这 个 最 后 的 不 等 式 中 消去 分 母 并 且 通 过 
实 值 令 z 1， 就 得 到 | 


`ла-4)1-В)!а, I< (А-В) – 4(1- В). 
n=k ` 
如 果 取 函数 ' 
r= -BA 


n=k п(1- В) 
就 能 达到 准确 值 ， 因 为 | 


kz k22 
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(А-В)-4@-В) ne _ 


Èna-A0-8) а 


n=k 


@-40(А-В)-А@-В)]у`А”* =(A-B)- A-B). 


证 毕 . 
下 面 要 讨论 已 , (А, B) 类 的 包含 关系 


定理 2.4.2 设 0<4 < 和 <1， 则 P, (A,B) © Р, (А, В). 
.证 设 f(z) =z- Уа, Iz" > B_nlal ,7， 由 定理 (2.4.1)， 函 数 
rani (п —1)1а„_|1 


(А-В)—А(1-В) 


Р, (A, B) ВАЧ У < (А-В) - А1 В) 
f(z)e Р, (А, В) 2.т1а, IS da 


为 证 明 Р, , (A, B) 是 P, , (A, B) 的 子 类 ， 我 们 只 需 证 明 


(A-B)-4A0-B5 _(А-В)-А@-В) (245) 
О-А)0-8) ` (-4X1-B) 


即 可 .因为 不 等 式 人 <1 成 立 .于 是 从 不 等 式 A 一刀 <1-B 两 边 同时 乘 (% - д), 然 
后 两 步 同 时 加 (A 一 B)+ 包 (1 一 B)， 整 理 后 我 们 得 到 与 “2.4.5〉 等 价 的 不 等 式 
(1-4)КА – В) –.4,(1- В)] < (1 А,)КА-– В) – 4,01 В)] ` 


所 以 忆 (А,В) с P, , (A, В) WEH. 


2， 偏 差 定 理 
定理 2.4.3 车 f(z)e PP,(4,B)， 则 对 于 iz|=r， A 
_(A-D-40-B) „ <l f(2) l< ‚„+4А-8)-4@-в) e, (2.4.6) 


к(1- 4)(1- В) К(1- 4)(1- В) 
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_(A-B)-4(-B) пауков 05 A-B) һы (247) 
@-4)@-В) а-4)0-В) 


证 Фу(гу=:—-Ула,1:" › nla, 2 4@m-Dla 1(п > k+1) NHE 2.4.1, 
n=k 


(A— B)-4(1— B) 
之 "14， ° DD 
因此 


EA EA а, ет дву" 


ов к Sa Ута, 1r- PAB) a (0248) 
n=k n=k 


ka - 20-—- В) 
FÆ (2.4.6) 成 立 .此 外 
I f” к1+ Ута, ү"! <1+ Yia, l. (2.4.9) 
п=К : _n=k А 
又 由 定理 2.4.1， 有 
(A—B)-A(-B) 
>" la, IS TD 有 


把 上 式 代 入 到 (2.4.8) 和 (249) 中 ， 而 得 不 等 式 (24.7). 


_ (А-В)-4@1- B) z 、 
人 一 zk k > 2 就 能 达到 准确 值 . 
如 果 取 函数 f (z) = а-в) 就 外 | 


3， 积 分 算 子 


定理 2.4.4 Wc SME c>-1, f(z)e P. (A.B), H 


апа >4， 则 用 (2.4.4) 式 定义 的 函数 F(z)e P, (A,B). 


etn -Die | 


证 о): Уа, 12", ДИН Рс) 的 表达 式 ,得 到 F(z) = I-I 1zn ， 
n=k n=k 
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其 中 心 = “Та ,1 BA fOe Ba(4,B)， 所 以 


c+1 


Sna- А) В)ІЬ, Xa- AX- В)- 


n=k n=k' 


1а, | 


< Ñn 21 В)1а, I< (А В)-41- B) 


n=k 


Н.а 7al >74. 因 此 由 定理 2.4.1，F(z)e Р,,(А,В). WHE. 
(2-DID II с+п (п—1)1а„ |! | 


定理 2.4.5 设 c 是 实数 且 c > 一 1， 又 设 F(z)e P. (А,В), ЛІ (2.4.4) RE 


义 的 函数 f(z) 在 1z R 中 是 单 叶 的 ， 其 中 


1 
R =i et dd- 及 ya 
mt.ctn (A-B) -4(—- В) 


证 设 F(z)=z- Уа, le" 则 由 (2.4.7》 式 得 到 
n=k 


c+n 


F= Е(ӘЙ/(с +1) = Уа, k" 
n=k c+1 


为 证 明 f(z) 在 1zik R 中 单 叶 ， 只 需 证 明 在 1z lk R 中 有 ,| f(z) 一 1I<1 即 可 .因为 


с+п 


с+п.. a Š -1 
)la, iz” l< Ус Та, П 
о" =< CAI ” 


/'©9-1н-у ea 
n=k 


如 果 
Dla, ПІ. (2.4.10) 


Уле 


则 有 | f(z) 101. 而 由 定理 2.4.1， 得 


Ул (1- да В) 


la, 1&1- 
= (А-В) 4(01- В) 


因此 ， 如 果 
с+п па-4)1-В) 


„р?! дї < ВАВ) 


п 


la п> ` 


或 者 
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c+l (1-0 B) = 
CD 


141<{ 


(2.4.10) 就 将 满足 ， 所 以 (о) 1с R* 中 单 叶 . 
如 果 取 函数 


во: ИСРА), 


6 k22 
pan: п(1- B) 


就 能 达到 准确 值 . 证 毕 . 
4 рор 
定理 2.4.6 设 f(z)e P(A, B)» 则 f(z) 在 |z KR 中 是 凸 的 ， 其 中 


(1-2)1- В) үа 
nl(A-B)-A1-B)] . 


к= 
证 为 了 证 明 f(z) 在 lzkR 中 是 凸 的 ， 只 需 证 明 在 lzkR 中 


IFO OKIN. 令 f(z) = z— Уа, 1а" MA 


& 


-F nn-1) Га, К" Sinn-)) Га, 1" 


| £- (z) ы _n=k 一 长 n=k: 一 
f (2) 1-У пів, с" 1- У nla, П" 
n=k n=k 
如 果 
Уп(п-1)1а, 1121*<1- У па, ll zl" 
=k n=k 
或 者 
rla, Ilz <1 (2.4.11) 
n=k 


WAF OF OKL. ~- 
同样 由 定理 2.4.1， 我 们 有 
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Ва а. 
因此 ， 如 果 
Ila, lai i Slo nz hken 
或 者 | 
\ск{—%®@-®_ i nak 


n(A- В)— А(1- В)] 


(2411) 式 将 满足 ,所 以 f(z) 在 |z l< КВ. 


如 果 取 函数 
(А-В) -401- В) „у 
Рс) = 2 ЭЛ ЛБ) Az k> 2 
就 能 达到 准确 值 . 证 毕 . 
5。 卷 积 性 质 


设 f(z)=z- Ула, Iz" (2) =z- уль, |z" fE D WRI, EX 


n=k ` 
函数 上 和 8 的 Hadamard Ж Я(/*в)(Ә: (f*8) (0-7 Dab 1z"; 
ШЖ е 的 拟 Hadamard 卷 (Ра) (2): (f **g), (2) = Ў а,Ь, 12", (4>0): 


定理 2.4.7 设 Fa),g(De 已 ,(4B), 4>0,n2k22,-1<B<0, 且 


п1а, 1 > 1 ， пів, | > 
(п 1) 1а, 11 (п –1)1Б, l 


则 
(f **®а),(©)є Pa (А, В). 


证 因 f(z)e P. (А,В), HEH 2.4.1 得 
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` 


(A- B)-Ad-B) 


t La, IS nd DUB) ‚п> 
从 而 
А-В a 
а, к(4-80-11-В) - w п> k 


7 п@а-А)1-В) п1-4) n’ 


О ш 车 g(z)e 已 ,(4,B)， 由 定理 2.4.1， 得 到 


Y'a-0-Bla,b, Is `л@-4)1-В) Ib, IS(A-B)-40-B) 


n=k n=k 
且 
n:nla, lb l _ та. nlb, | (m-D>G@m-D4>4 
al (@m-—Dla 1 An-DIb,l 


利用 定理 2.4.1 得 到 (f**g)i(z)e P (A B). 证 毕 . 


定理 2.4.8 设 f(z)=z- Ya, Iz” E B(A B), — 


n=k аы | 


>},]=12,,т? 


# f, (z)€ P. (A.B), MI 


е 


2(:)=2- 


aal 
n=k 


证 9 (о) = Уа, 1z" e P, (А.В), HEHE 2.41 得 到 
n=k 


Š n0 -4)0-B)! а„ {< (А—-В)—А(1-—В),) =1,2,:--,т 


pam 
于 是 
Xna- -1G-B)Ib, Ула да- в, уча, )]<(4-8)- _л@- В). 
且 | 
a. ўла, 
nlib l ma” À 


DIbal (а-р. а, 1 
Т jz t 
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故 8(z)e P,, (A, B). ЕН. 


、 AL _(A-B)-4(-B) no 
定理 2.4.9 设 f(z)=z,f,(z)=z жав. {п>}, B 


паа, 则 f(z)e Р, (А,В) НИХ 
(п 01а, l` | , 


n=k 


(© =Lf D+ l f,G) 


К 20,1 + У, =1. 
` ` n=k 


_ S egna, D (A-B)-40-B), ,,' 
f(D f+ = 2 > nap 
则 
= (А-В) -21- В). < 
一 —py—— 一 一- 一/ 1= _- p)- 4(1— 
0а а-в) а 1] 00а В)- Al- В), 
=[(А-В)-А(1-В]у А, <(А-В)-А(@-В). 
n=k 
于 是 f(z)e P. (A.D). ` 


另 一 方面 ， 设 f(z)e P(A, B)» вна ъд 由 定理 2.4.1， 有 

п-1)1а, | 

ja < 428) —401- В) 
"заа в) 


令 ) |a п0-2а- В) >р 219), Ж 
авдар "2 01, 


‚п> к,Кє N. 


n=k 


f 2) = D+ ILE). 


证 毕 . 
用 从 属 关系 构造 很 多 函数 类 ， 除 了 前 几 节 介绍 的 特殊 函数 类 以 外 ， 还 有 很 多 诸 
W, ATRAN a ETORRA, Robertson 函数 ， 预 星象 函数 等 函数 类 . RN 
将 在 第 三 , 第 四 章 中 分 别 进行 研究 . 用 其 它 方法 还 可 以 定义 一 些 特殊 函数 类 ， 这 里 不 


讨论 
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и 8 
1. Ж p(zjs P(A4,B)， 则 对 任意 的 4e R， 信 计 |p, 一 4p?| 的 准确 界 ， 并 进一步 


讨论 | 区 – лрг | 的 准确 界 . 
2. 若 p,(z)e P(A44,B)(i=1,2), 则 下 列 从 属 关 系 是 否 成 立 ? 


. ` I+A 1+ 
Vee R, (1-G)p,(z)+ Gp, (2) (1-a) ra 


<B(2); 


з. # p (z)e P(A,B,)(i=1,2), WEF p, (2) p, (2) <12 45 成 立 ? 车 成 立 给 
< 


出 其 成 立 的 条 件 . 
‚ & 若 对 函数 р )=1+ р, „2 є.Р(А,В),1=1,2,+-,п. 定义 运算 . 


n=l 


h=l \ i=l 


pi (z)* р, (х)*--:*р,(2 дь) 
则 讨论 ptp) (е PAB вА | 
5. RAAK Ү(8)= | где л: Ке f(z Hd, g, ospclze 中 讨论 函数 类 V (A) 


ванни, кит. дали 
6. #0<а<1,0<3<1, jz)s3, 若 38(zjsS (0), h(z)e К(8), ER 
. : ' А | - 

>р(0<р<1) 


WFK f (2)є LS (QP;p;g(z),h(z))， 讨 论 该 类 的 性 质 
6. 讨论 2 一 凸 函数 与 Bazilevic 函数 类 的 关系 . 
7. 设 f(z)eS'(B)(0sB <bieN), Ул. метай рр ж 


i=l 


SAS (<) 构成 的 函数 类 TIS" (8) AESH (4,8) 的 性 质 


і=1 
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8. W f (z)e S,Va,be Diaz#pb 则 分 别 讨论 , 5 f(z)e S", f (z)e KI f (z)e BR, 


an 


讨论 


/®(а)/ f) e BER. 


9. Æ f(z)e 8", f (z) т, ля звя 
ç, 17 H 1 


10. 车 f(z)e 5 是 n 次 多 项 式 , 则 |a,|< уп. 
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第 三 章 特殊 解析 函数 的 研究 


§ 3.1 算 子 理论 及 相关 结果 


算 子 理论 是 研究 解析 函数 的 重要 工具 , 本章 主 要 讨论 用 算 子 刻画 的 解析 函数 性 
Ж, 为 此 作为 基础 罗列 出 线性 算 子 的 菜 些 基 本 性 质 , 并 给 出 一 般 拓 扑 向 量 空间 上 紧 


DÆK Kyein 一 Milman 定理 . 其 中 多 数 结果 在 《 泛 函 分 析 》 和 《拓扑 学 》 基 础 教 
程 中 可 以 找到 , 这 里 不 予 证 明 . 


1， 线 性 空间 、 线 性 算 子 


定义 3.L1 《线性 空间 ) W X 是 一 个 非 空 集 合 ， 歼 是 实数 域 〈 或 复数 域 )， 老 
Ж X X 中 两 元 素 之 间 的 加 法 运算 以 及 数 与 对 中 元 素 之 间 的 数 乘 运算 ， 即 


加 法 运算 x+ y Ххх — X ИШИҢ: V(x,y)e Xx X,3x+ye X ; 


ох ХХХ э X 的 映射 ，V(a,y)je EXX, Jæ xeX. 
并 且 满 足下 列 条 件 
W. x,y,z,08 Х,а, Вє Е. 
(1) 交换 律 Xx 十 y= у+х; 


(2) 结合 律 (x+y)+z=x+(y+z), a(8x)=(aß)x; 
(3) 零 元 素 Jle X,Vxe Х,х+0= х; 
С) 道 元 素 Vxe X,3— x,x+(—x)= 68; 

(5) $m lx=x; | 


(6) 分 配 律 (G+ 8)х=ох+ Bx, (x+ у) = ах+ Вх. 
Ж X 34 E ЕКЕ s= l]. 
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定义 3.1.2 (Fi) EX ARETE, ACX, Жуух, ye h,he [0,1], 有 


Ax+(1—4)ye А. (3.1.1) 


则 称 А 为 凸 集 . 
显然 ， 线 性 空间 的 每 一 个 线性 子 空间 都 是 凸 集 . 
ORA ТУ Е: 


(1) ЖАЯА, ВЕН X ФЧ, Дро, Ве Ё, 


аА + ВА, ={ах+ Ву: хє А, yE A} 


PEDR. | 
(2) ЖА (ie N) 是 线性 空间 PEOR, Н руд z, WN д, PEOR. 
(3) A 是 线性 空间 的 子 集 ， 则 所 有 包含 A 的 凸 集 的 交 
(UM :M 是 ZX 中 的 凸 集 ,4c M]. (3.1.2) 
ЖХ 中 包含 A 的 最 小 凸 集 . 


93.13 Са) 满足 (3) 的 点 集 (3.1.2) 称 为 A 的 凸 包 . 记 为 coh. 
我 们 还 用 co4 来 表示 A WADE. 


定理 311 A 为 凸 集 当 且 仅 当 ЖХ, Є А,1, e [0,1],i=1,2,…,n, 则 


Ум =1 Ytx eA. 
1 i=1 


i=. 


定义 3.1.4 ( 端点 ) 设 天 是 向 量 空间 X 的 凸 子 集 , 车 任意 包含 点 pe K 的 开 
线段 都 不 包含 于 天 rh, W pH К 的 端点 . 用 extK 表示 端点 集 全 体 . 


定义 315 W X,Y 是 两 个 线性 空间 ， 了 映射 T:X-Y 车 满足 条 件 
Ух,уе XX,VQ,Be E, A 
Т (ох+ Ву) = оЛх+3ТуєҮ. _ (313) 


ШЖ Т 2 X EWRHERT, SY=E N, ЗНЯТТЯ В, E=R (或 
E=C) 时 ， 称 实 线性 泛 函 (或 复线 性 泛 函 ). 


定义 3.1.6 设 和 ,了 是 两 个 线性 空间 ， 若 存在 一 个 线性 映射 了 :和 一 了 是 一 一 
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映射 ， 则 称 义 ,7 EAA, BATERA X 到 了 的 线性 同 胚 . 


定义 317 RX ERE БАА. 函数 出 :及 一 [0,+ee) 称 为 X Ese 
义 的 一 个 范 数 ， 如 果 满足 条 件 : 
a) |x|>0 R |a|=0 = x=6; 


D [ех|= 11815 
с 699 [+l] 
Д Ох, |р) Е ВЕ а], Ы Ла X. 


Ж 在 X 是 赋 范 线性 空间 时 ， 由 范 数 导出 的 度量 为 p(x,y)=|x—-y|. 此 时 


X 在 此 度量 意义 下 成 为 度量 空间 . 赋 范 线性 空间 中 ， 可 以 用 描述 序列 的 收敛 性 和 
Cauchy 序列 的 概念 . 


设 {x ] 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 序列 : 
(1) 荐 存在 xe X, @Шша|х,- х] = 0, WE {x} KERAF x 


(2) 车 对 Ve >0,3N СЕЗ 0), ER Ут, п> N Ж |х, -х,|<е, Лх 


{х„} Æ X 中 的 Cauchy 序列 . 


定义 3.1.8 (致密 集 ) ЖХ], ACX, ЖА 中 的 任何 点 列 必 在 天 中 


收敛 的 子 点 列 ， 则 称 4 E X 中 的 致密 集 . 
定义 3.1.9 CRR) 度量 空间 中 的 致密 闭 集 称 为 紧 集 . 
定义 3.1.10 ”车 赋 范 线性 空间 X 在 范 数 导 出 的 度量 下 是 完备 的 度量 空间 ， 则 称 
X 为 Banach 空间 . 简 言 之 ，Banach 空间 是 完备 的 赋 范 线性 空间 . 
有 限 维 的 赋 范 线性 空间 的 性 质 : 
(1) 赋 范 线性 空间 的 每 一 个 有 限 维 的 子 空间 了 是 完备 的 ; 
(2) 在 有 限 维 线性 空间 中 ， 任 何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 ; 
(3) 了 是 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 X 的 子 集 ， 则 了 是 紧 集 的 充 要 条 件 为 了 有 
界 闭 集 ; 
定义 3.1.11 设 和 ,了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,7 了 :和 X 一 了 是 线性 算 子 . FTH X P 
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有 界 集 映 成 了 中 有 界 集 ， 则 称 了 是 有 界 . Ex, 一 xX， 则 7%, > Tx, WTE x AE 


续 ; ТЕХ 中 的 每 一 点 连续 ， 则 称 称 了 在 X 上 连续 . 对 于 线性 算 子 ， 连 续 性 与 有 
界 性 是 两 个 等 价 的 概念 . 

线性 算 子 的 性 质 : 

(D 线性 算 子 7:X 一 了 连续 的 充 要 条 件 是 了 有 界 . 


(2) Х,У 是 两 个 Banach 空间 ， 了 7:X 一 了 是 一 一 映射 ，7X =Y, 


TezZL(X,7)， 则 了 的 逆 算 子 Z :7 一 和 也 是 有 界线 性 算 子 ， 即 Te L(Y,X). 


2. Krein— Milman 定理 


定义 3.4.12〔 拓 扑 空 间 ) 设 了 是 集合 X 的 某 些 子 集 组 成 的 一 个 类 ， 使 得 满足 
下 面 的 两 个 条 件 : | 
(1) ЖТТ АНАУ ЕТ; 
(2) 属于 7 中 的 集合 的 任意 并 集 属于 了 ; 


则 称 T 为 上 的 一 个 拓扑 ，(X,T) 叫 做 一 个 拓扑 空间 .了 的 每 个 元 素 叫 做 (X,7) 的 


ee 


量 空间 和 拓扑 空间 可 以 互相 转化 . 
定理 3.1.2 设 X 是 拓扑 向 量 空间 ， АХ 的 西子 集 ，A 的 开 集 记 为 int A. 
则 


К 


(1) АЖ; (2) 若 ae inth,be А [a,b) C int A.. 


定理 3.1.3 如 果 4 是 向 量 空间 X 的 凸 子 集 且 ae А, W| ae extA = Аа} 


为 凸 集 . 
定理 3. 1. 4( Krein— Milman 定理 ) 若 A 是 拓扑 HETH X 的 非 空 紧 凸 子 集 ， 


W extA Z @, А = co (extA). 
证 ”由 定理 3.1.3 可 知 ，ae extA © А/{а| 为 凸 子 集 ， 我 们 要 找 4 KEKA 


的 开 真子 集 . 设 B 表示 A 的 所 有 出 的 开 真子 集 ， 由 于 XX 是 拓扑 向 量 空间 ，A 尖 幼 ， 
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所 以 卫 关 从 设 Bo 是 也 中 的 一 个 链 , 令 Uo={0 :Ue B.) BRU, HF, UE B. 
根据 Zom 引 理 ，B 有 最 大 元 

# хє А,Ає[0,1],Т.,:А—›А,Т, (у) = Ау+(1-А4)х. 容易 验证 7 为 4 一 4 的 
WARA, ET, (U)cU, Т (О) A 的 凸 的 开 真子 集 . 如 果 ye (7-0), B U 的 
最 大 性 和 定理 3. 1. 3 可 知 | 

Т.(А)=й,хєй. (3.1.4) 
于 是 我 们 得 到 : 
4 的 任意 开 凸 子 集 与 V 的 交 和 并 或 等 于 U ， 或 等 于 А. 从 而 利用 定理 3. 1. 3， 


容易 证 明 人 已 为 单 点 集 . 还 得 到 
жу JE. X 的 开 凸 子 集 ，extd CV А СУ. 这 时 ， 我 们 有 


E= co(extA), # X є Х“,ає К,Ес{хє x :Rex’ (x) <a] =V, 由 隔离 


ЖЕНИЯ Е = A.. 证 毕 . 
还 给 出 


定理 3. 1.5 车 A 是 拓扑 向 量 空间 XX 的 非 空 紧 凸 子 集 ， 且 BCA，4=coB， 


则 extA с B. 
53.2 用 D! 算 子 定义 的 解析 函数 类 A4(4,&,p). 


本 节 中 引进 用 D* 算 子 刻画 的 有 关 星 象 函数 的 解析 函数 类 4(4,a,.D). 导 出 


Ala 人 中 函数 的 积分 表达 式 ， 借 助 算 子 理论 研究 (ap) 的 包含 关系 并 确定 它 
HERE, 闭 凸 包 的 极 值 点 和 它 的 支撑 点 ,利用 一 阶 微分 从 属 关系 证 明 关于 实 部 的 
一 个 不 等 式 ， 得 到 一 个 偏差 定理 . | 

А 36246 АА Гаа Т F(z)= z+》 a, z" 的 全 体 .用 


n=2 


S'(a),K(a),C(o)(a <1) 分 别 表示 在 D AH a REZAK or 级 凸 象 函数 和 级 


92 


EFOR K f(e) 4 满足 条 件 。 < 


—* f (0) S (a). 


(1-z) 


(3.2.1) 


符号 * 表 示 Hadamord 卷 积 . WE f(z) 为 0 级 预 星象 函数 , KERRE Ra). 


Fie р^ AF”, 
给 定 实数 4 > 1, 用 
D’ f (¿)=—— 
79 (1-2) 
4 


“ЖИР, зд 为 非 负 整 数 时 ， ра) 109). 


利用 展开 式 


(4+1)---(4+п-1), ; 
(n—1)! " 


-a k 


Df (z)=z+(A+1)z +--+ 


得 到 如 下 两 个 恒等式 
z[D* f (2)) =(4+1)D%!f(z)- ADA f (z) 


z(D:f(2)) =(А+1)(Ф#! (а) -(A+1)(D2 f (2)) 


П 


还 定义 比 D” 更 为 广泛 的 线性 算 子 L(ayc). Ж 


(a,c;z)= MOVON F, ze D,c # 0,—1,—2,-:: 


L(a,c) (2) = Ф(а,с;с)* f (z). f(z)e А. 
其 中 (4) =F(n+)/E(ë).  , 
由 文 [2] 知 ，Z(a,c) 是 人 到 自身 A 的 连续 映射 ， 还 容易 得 到 


外 zf1 а), z] =z/(1- 2 . 
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n oL... 


(3.2.2) 


(3.2.3) 


(3.24) 


(3.2.5) 


(3.2.6) 


另外 ， 对 于 c >a >0,L(a,c) f(z) 有 积分 表达 式 
L(a,c) f (z) = [у (uz)dh(a,c-a)(u). 


其 中 是 分 布 : 


(3.2.7) 


© атас-а)(и)=[н\(1-и)““/8(ас-а)]. (32:8) 


如 果 а=#0,—1,—2,---, M L(a c) 存在 连续 映射 ， 且 4 到 自身 A 的 双方 单 值 的 映 


射 ， 显然 L(a,a) 是 单位 算 子 ， 并 且 


L(a,c)= L(a,b)L(b,c)= L(b,c)L(a,b),b,c #0,-1,—2,- 


WR g (2) = (2). M e (а) = 102.0) (2).-7 f(z)=L(L2)g(z) 
H (3.2.5) 和 (3.2.6) 式 ， 可 知 
L(4+L1)f(z)= D: f (z). 


ЗЕК А(А, о, 8): 


..v. 


(3.2.9) 


定义 3.2.1 设 4>-La>0,0<B<1, 若 函数 f(z)e А ERT (0) = f (0)-1=0 


和 和 
аата а р). 
则 称 函 数 f (z)e А(4,0, 8). 


由 (32.9) R, Ж (3.2.10) 式 改 写成 


{ZL(2,1) L(A4+L,1) f(z) 2 A+B 
аат HT 


当 Д = 0 时 ,函数 类 4(0,w, В) ЕЯ 
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(3.2.10) 


(3.2.11) 


ке} © а-а) lata >0,0< 8). x (3242) 


. 当 w=0 时 ， 还 得 到 文 [13][14] 中 引进 的 函数 类 ， f(z)e A(A. в) 3 B 483. 


= | > A+ 
D f(z) 1-2 


1. FIRER 


定理 3.2.1 f(z)e 4(?.w,P) 当 且 仅 当 存在 和 ={x:| 才 = 十 上 的 概率 测度 р(х), 
使 得 


` 


пацан йө Cd раче) (3.2.13) 
特别 当 А> 0, ЕЎ, 


f(2= феа әй =) [eliana] ап(1.А)(и). (3.2.14) 


4+1 
АФЛ ВЛ, 4A=0m, H L(L1) 为 单位 算 子 可 知 
(0) = (1-2) ехр|-2(1-8) [, 1801-х) а (а), (3.2.15) 
X TB] E л> -1,020,0<3<1,4(2,0,6)Ә F X ЖЖ ДЫ & # Ñ 
(3.2.13) 构成 一 一 对 应 . 


-HZD LAHL F(a) +(-a) C: Из едда 


сү 
балоо) ЦА) (а) m 


Ë (fab a)- 46| /(1- 52). jp 这 里 为 标准 正 实 部 解析 函数 类 ， 借助 P 


中 函数 的 Herglots 表示 公式 (定理 2.1.5)， 
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с (+) (9) г. (1-28) | z ee 


L(A+L1)f (z2) _ 1-z | 4+1 1-с A+1 

яф Х 上 的 概率 测度 ,将 此 式 代 入 恒等式 ， . ` . . 5 
CD EO | 
dz ° z(1-z)” | LA+DDA(z) 1—2 


即 得 


Z(4+ID f(z)=z(1- = (201-287) [iss —a)4z(2),. 


于 是 得 到 (3.2.13) =. 244> 0 时 ,利用 (3.27) 式 , H (3.2.13) Ж 得 到 (3.2.14) 
式 ; 当 4=0 时 ， 工 (也 是 单位 算 子 ， 此 时 (3.213) 式 变 为 〈3.2.153)， 对 于 固定 


的 4>-La>0,0<B<l. 由 于 概率 测度 {1)} 和 已 之 间 一 一 对 应 ， 而 尸 和 
Aaa 四) 之 间 也 是 一 一 对 应 ， 这 表明 定理 的 后 一 结论 为 真 .证 毕 ， 


推论 3.2.1 Æ f(z)e A(A,G;, В), WI 


ZL4+lDy 2 1 o (3.2.16) 
z (1-2) (=C m) | 


° El log(1— z) 是 ,D 的 解 新 且 凸 单 叶 函数 ， 故 存在 万 内 的 解析 函数 


0(:): о(о) - 0,lw(z)| < ||, 使 得 | ов (1-xz\du(x)=log(1-øœ(z)). H (3.2.13) 


2+8 


иаа) (zj/z0- (о) 2") 这 说 明 从 属 关系 (3.2.16) 成 立 . 
从 定理 3.2.1 得 到 如 下 包含 关系 : 
定理 3.2.2 А > 1 >-8,0< 8 <1,Л A(A,G,B)c A(1.G, В). 


“a 


证 设 1>-p, 在 A( 和 ,0,pB) 上 定义 算 子 


T,:T,(f,a)=(L(A+11) f(z))/(-z) ° 


由 (32.13) RAT, дла) 418 BEREK s 4] 的 线性 同 是 又 设 
-A+ + 


A > 4 2-p, НАЁ а А KANRA Ee (42) zmr 
A+1 А+1 Atiy 


T, 的 映射 性 质 可 知 А(А,о, p) сА(Ао, В). 证 毕 . 


推论 3.2.2 WA20,a20,0<8<1, W A(4,a,p)cA(0,%, p). 


2， 极 值 点 和 支撑 点 


ERTED 内 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 ， 则 在 DD 内 的 解析 函数 类 А 构成 一 
局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 . 我 们 以 coF 表示 HAME: 以 E(coF) 表 示 COF КВИН 


点 集合 ; W2T3EF CA, 车/(z)e FF 且 存 在 A 上 复 值 连续 的 线性 泛 函 /， 使 得 
ReJ 在 上 不 为 常数 ， ReJ(f)=maxÍReJ(g),g(z)e F}, ДЯКА йуз 
点 ， 以 SuppF RR F НИО, FFERR, ЈА 的 复 值 连 
EZR, H Kyein— Milman 定理 3.1.4 知道 

maxÍReJ(f): fe Fl||=maxÍReJ( f): fe oF} =max[ReJ (f): fe КО 
所 以 寻求 集合 SuppF,coF, E [coF ) 对 于 解决 上 的 极 什 问 题 特别 重要 . 


我 们 已 知 : 车 g (z)e 5°(8)(0< 8 <1), WIF |д=г<1, A 


тт P 20-8).tr], (3.2.17) 
атут =.0л)0 20-8) (3.2.18) 


定理 3.2.3 ЯЯ А>О,е >0,0< D <1,A(A,z, В) 3. 
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соА (2,0, В) =]/:/ z)= [К (z,x,4,0,B) du(x), He x}. (3.2.19) 
E[coA(4, а, В))= {к.(2,х,4,0,8):|х|=1, (3.2.20) 
HP X ETD БЖИ; 对 于 4 > 0,02 0,05 8 <1, 


5иррА(2,2, В) = Е(соА(А, В) {К (2,х,4,а, В): =]. (32.21) 
其 中 


4+8 


(охда) LAH) а-а) а-а) 
证 对 于 4>0, 设 /(z)js4(4wD). 者 令 
L(A+11) f (z)/(1—z) = o (z), 
Moges 4E) Fm (3.2.7) 和 (3247) 式 ， 我 们 得 到 
f(a)< [u (1+ur)™ p(uz)jan(1,4)(u). 


当 4=0 时 ，(3.2.22) ARL, НЖАТ А(А, а, В) D 内 户 部 一 致 有 界 . 
MEWE A(4,a, B) = 180. 


设 f(z)e A(A,z, 8), E. f, 局 部 ЕЕ 致 收 St F f (z), 则 由 


3 À шиж 
ве[ (74а) > 人 .得 到 Re[ 8 (f,z,4,æ) |2 КЕР .根据 调和 函数 的 极 值 原理 


(定理 1.6.4)， 得 到 


x. (3.2.23) 


Re| g( (zhas 
否则 , D A g (f.z, 4a) =t AH с = О]. (3223) AREF 1, ЖУЛ 


F. 这 表明 了 A(A,a, В) ШЖ. 
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令 
osl: f(E- [„К&®&®&й)4дщ(х),де х). (3220 
易 知 G 是 闭 山 集 并 且 


шх). ue X ‚ (3.2.25) 


Ж f(z)e А(А,о, В)» MJ f (z) 由 积分 表达 式 (3.2.13) .根据 (3.225) Al, FE yE X 


E f(z) 表示 为 


БЇТ (eec, Ж А(А,о„8)с б. 由 于 G ЖЖ, DAL D) б: 

另 一 方面 ， 因 为 从 (zx,40B): 轩 = 站 c 4A( 入 0B), 所 以 G 中 任意 函数 均 属于 
coh (4,0, В), 好 GeEAULa p) 这 就 证 明了 GEDA(Lw p). 因为 9D 上 概率 测 
度 集合 {人 的 极 值 点 是 点 质量 , 所 以 为 证 实 


А+8 


Ali, a, Bp) цызу" /а oy 29) :| 对 = | 


R EE со4(4,0;8) 5 {u} 2 1 И (3225) 式 形成 一 一 对 应 . 令 
f f, соА(А,е, В) BEZIRKE Mh жр р A 
-48 | _#+8 | 
[a ap (о) [1-89 аи (у) 
由 此 推出 | xda =f, хад, дш. 反 之 亦 然 
ЖЕ 4>20,020,0< 8 <1, НЕД В > 0. 因 此 如 同 定理 3.2.2 的 证 明 , ATF. 


T, :T, (f)= L(4+1,1) f (2)/(1- z)” E A(4,a, 2) ааа тт 
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A+BY: 
SuppS` (22) = f-t |] = | . (3.2.26) 
所 以 
$иррА ( À, z, В) = 长 ( ZX 4, G, 8): = 1}. | (3.2.27) 


结合 上 述 证 明 可 知 〈3.2.21) 式 成 立 . 证 毕 . 
推论 3.2.3 1 8855, 则 


злая. и@-Я)л)л(‹) 1 
ee FE): Sl) AR aa J: 


证 因 6<5,， 所 以 4-1-26>0， 以 M 表示 右 端 集合 Ж (ем, M 


((20(2(1-4),1) 70) (0-2)"*) Р. 由 Herglotz 表示 公式 即 得 


= | (21-280 Вище) де х, 
BR f (z)e coA(1—28,a, В). 
反之 , # fe соА(1—28,о, В), ІНЕ 3.2.3， 得 到 
(а) = 00.2018) 01-2) 1-а) au(x) ue x. 
ET (20-8) (2) (80-а) ") 1-2) W Re[ L20- (2/2012) >, 


Bl f (z)e М ЭЙЕ Т соА(1-28,0, 8)= М 


з. Зра у Ав, 


аен иена БАРЫ и 的 一 个 不 等 式 . 
201-2 
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ШЖ: C 一 C 是 定义 在 区 域 E 上 的 解析 函数 , (с) А D Бйр 


时 函数 ， 若 p(z) 在 DD 内 解 术 并且 具有 (p,zp )e E,ze D, B 
| и(р,2р')- (г) (3.2.28) 
则 称 р 为 满足 一 阶 微分 从 属 。  ， 
定义 3.2.3 单 叶 函 数 g 称 微分 从 属 式 〈3.2.28) 的 控制 ，p(z)<4(z) ， 对 所 有 


满足 (3.2.28) 的 p 成 立 车 6 也 是 (3228) 式 的 一 个 控制 ， 并 且 对 所 有 的 9 成 
14-4, МД (3228) 的 最 佳 控制 《 仅 相 差 一 个 单位 图 上 的 旋转 ) ` 

38321") кп DANAA, OM ERRE KEN. #% рдЕ D h 
解析 ， 并 且 有 p(0)=h(0)=8(p(0)) 和 p(D)cE. 


如 果 微 分 方程 
Ө(а()) 2а (z)0(a(2)) =h(2). | (3.2.29) 


有 一 单 叶 解 〈 在 刀 内 有 定义 ) q(z), %8q(0)=h(0),0[2(z)) < h(z), W 满足 
关系 

Ө(р(х)) + р (z)¢(p(z) < h (2) (3.2.30) ` 
的 p(z) 有 p(z)<g(z),q(z) 是 (3.2.30). 的 最 佳 控制 . 证 明 见 文 [15] . 


定理 3.2.4 设 f(z)e A(4,a,8),a 20,4 2-2,8 <1, WA 


2(1-:)° | ` 4+8 


р l гєр, (3.2.31) 
2-54) 
其 中 0<z (1- 222) <1 BERAREN. 


证 定义 函数 p(z) 如 下 
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ma... D (3.232) 


由 L(4+11)f(z) 的 定义 可 知 p( 引 是 定义 在 DD 内 的 解析 函数 ， 而 且 满足 p(0)=1. 对 
(3.2.32) 式 取 对 数 导 数 ， 便 有 | 
= zp (z) L(2,1)L(A+1,1) f (z) _ A _ | 
ze rare a 
由 f(z)e А(А,о, В) 971 
| r [ODAN у ai 222 


L(A+141)/ (2) 
I A+B 
repanda „+. US: 

АЖИ) (е) “ | | 


l-z l-z 
н Z(2D204+LDA(G q-a) | 这 样 就 得 到 
L(A+1,1)f (z) 1-z 7 


而 它 等 价 于 


ө(р(0)) = (0) =h(0=1), 而 从 方程 


(3.2.33) 


可 求 得 q(z)= 一 一 而 为 其 解 ， 令 
(1—z) Д À4+1 
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s()=(a()-0/2 452), 


. 4+8 
zg (2) = z == ZE D,0<2t| 1- <l. 
(t-z) (- Zea’? | 2) 


容易 验证 g (z) 是 星象 函数 ， 所 以 (Жай, MAT ql JEENE, пура 2 
单 叶 . 故 知 g(z) Ж (32.33) 的 单 叶 解 ， 于 是 由 引 理 3.1 АП p(z)<d(z), 并 且 


a(z) = 一 一 -zj 是 最 佳 的 . 证 毕 . 


推论 3.2.4 # f (z)e A(1,G, 8),А>-Й,о >0,0< 8<1, A 


Re шг >— ze D. (3.2.34) 
z(1—z) KG 
оа 1- ei 该 结果 是 最 佳 的 . 

证 ”因为 定理 给 出 的 是 函数 从 属 关 系 ， 所 以 我 们 需要 求 出 函数 
а(с)=(1—) (全 ) 实 部 的 最 小 值 . 我 们 已 知 g(z) 是 凸 函数 ， 另 一 方面 ， 函 数 
а(с) 关于 实 轴 对 称 且 g (0) =1， 于 是 我 们 可 以 肯定 Reg(z) 的 最 小 值 必 在 实 轴 上 
ка, = И 7 
达到 . 考察 函数 g(z)=(1~-z) (7 34А 便 知 Reg(z)> 2 ан ШЕЯ 324 Ж. 
(3.2.34) 成 立 .并 且 该 结果 为 最 佳 的 . 证 上 毕 . 


因为 在 A(O, p) k ë Ж ЖЕ r, T, (f)= ске” MJ T, Ж А(о,о, B) 到 


S (P) 的 线性 同 胚 ， 所 以 对 于 g(z)e S (8),ЛЕЖЕ f є A(0,a, В). ER 


а) gk) (3.2.35) 
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从 推论 3.2.4〈 取 4 =0 ) ЕД], 对 于 |z|=r.<1y 有 


ке, М) > 1 (3.2.36) 
&(1—) | (+) 
因 0<2t(1- 8)<1,ЖРАШ (3.2.35) 和 (3.2.36) 式 ， 当 1=1 时 ， 得 到 


推论 3.2.5 设 g(z)s s [1 sa <1) bil =r A 


redel 1 Л (3237) 
z (1+) 


且 该 结果 为 最 佳 的 . 
W f(z)e А(Д,0;8),42-В,020,0< 8<1, MI 


L(A+L1) (о) 1-а)“ = (е5 (48), 
于 是 


Д(д=ЦЪА+(1-д sa， (3.2.38) 
4. 偏差 定理 


定理 3.2.5 (1) Æ f(z)e 4(0,0@,B),g>0,0<B<1; MJ 
| k(r,-1,0,æ, 8) <|7()|<-(-7,-1,0,0,8), =, (32.39) 
(2) 者 Flzjs4(2wD,c>z00<p<1 则 
10)|<-к(-.-1,4,0,8)(2>0), =. | (3.2.40) | 
| |s 2-(--04а,8) (421), (3.2.41) 


(3) #rf(z)e А(2а,В), 221-28,058<2. 则 


|, (#]]> &(т,-1,4,а,В).]Д]=т, (3.2.42) 
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(#2 &Щ(-Ъл,8),{=г- (3243) 
证 考虑 连续 凸 泛 函 了 (有 )=|f| 时 ， 由 定理 3.2.3 关于 有 (co4(4,o,D)) 结 论 即 
得 (3.2.39) 式 . 极 值 函数 是 k(z,-10,0,8)=(zQ1-z)“)/(1+z) 
设 f(z)e А(0,о,8),0>0,0< 8<1› 由 (3.2.38) 式 , 并 应 用 (3.2.7) 和 (3.2.17) 
式 ， 我 们 得 到 (3.2.40) 5: 


Со) Pe Gta) lllan (hd) 
< а (тип) уат) (и) 


= -0(-ғ,-1,4,0, 8) (4>0), |=. 
再 利用 (3.2.38) 式 ， 得 到 
L(2,1) f (2)=L(2,1)(1-2)™ g (2). (3.2.44) 


当 4>1 时 ， 由 (3.2.44) 式 ， 并 利用 (3.2.7) 和 (3.2.17) 式 ， 我 们 得 到 (3.2.41) 
式 : | | 


| (J st [р =e) |ба ђат(о,2-20)0и) 


=- k(-r,-1,4,0, B) (A>0),|z|= r. 
、 or 
设 f(z)e A(1a.B).121-28.0< B <Ç 又 假设 推出 4>1-26>0 和 
ТАВ р (с) 是 由 (3238) RELHAS (ез| ЕР) 考虑 函数 
+ 


2 Ан 
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1-4)“ g(2)/2), 它 在 圆周 lj=r(0<r<l) 上 的 连续 实 值 函数 ， 在 


z=r(0<r<1l) 上 达到 最 小 值 . 假设 Re{f(1-z)“g(z)/z] 的 最 小 值 在 


加 =r(0<r<D 上 的 za 达到 《这 样 的 点 不 只 一 个 )， 而 且 不 妨 设 z 落 在 实 轴 上 ， 即 


z= e" ze)" g (ze”) ze}, FÆR 
воа)" в ()/} >(=)" 8e[e(ay2) 
注意 上 式 并 利用 (3.2.38) R 应 用 (3.2.7) 式 和 推论 3.2.5, 我 们 可 证 得 (3.2.42) 
式 : ' 
(= о Gu) g (ис) ал (1,8) N 
>Re fu '[ur( (1—ur) g (uz) (uz) pn( (.1)( 
> [u ur (1-ur)” “а uz u (1,4)(u) 


> rn) „ 1,4 
[ гать) 


r(1—r) 
=L a a МУ 
Kasa a+r) 


=k(r,-1,4,æ, 8) (2>9), = 


X 和 =0 时 ，(3.2.42) 也 成 立 . 


利用 恒等式 ` 
| эү TO. 
rf a= R Fz) 


可 得 
HOBIO) ' (3.2.45) 


于 是 由 (3.2.42) ЯШ (32.45) 式 ， 证 得 〈3.2.43) =: 
HOE 2 |у РЕ -14,0) =" . 


(3.2.39) - (3.2.43) 式 的 极 值 函 数 是 
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к(2,-1,4,0, В) = raant. (3.2.46) 


S。 卷 积 性 质 


引 理 3.2.2 (оно) (+) £ D 内 均 单 叶 ，g(D)Nh(D)=p， 且 
(а) elz) elz) <h(2), U y(2)+e(z2) <g(z)+h(2). (其 中 符号 < 表示 从 属 关系 ) 
证 根据 从 属 原理 (定理 2.1.3) 可 知 (0) =2(0),(0)=А0), H Dan epye 
h(D), 于 是 | 
f (0)+ g (0)=e(0)+4(0), f (D)Ug (D) ce(D)UA(D). 
又 因为 g(z)+h(z) 为 单 叶 ， 二 由 从属 原理 得 到 f(z)+ )+e(z)<g(z}+h(z). ШЕ. 


引 理 3.2.3 Ў f(z )е-А(А,е„8), 0<a<1, ов 1 122-24 28 <4< 1-0-2, 
+@ 


l-a 


则 


这 个 不 等 式 等 价 于 
Й 1+11-22 |; 
ЛЕ ы 2 а e 
2 


Dš f (z) l-z 
REA 2 是 凸 单 叶 函 数 ， 容 易 验 证 函数 
l-z 


) а) 0564); 


1 
2} = ,ZE РЮ,0<А4<1-28,0<8<— 
g( 17, 1; <1-230<3<2 
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均 为 单 叶 函数 且 g(p)jNa(D)=p. 于 是 由 引 理 3.2.2 得 到 


RERE Df (zje s (ja-a): 证 毕 . 
需要 如 下 引 理 . | 
31 3.2.47! 设 gz)e R(B),g(z)e 5” (8), ШЖ p(z) АНЕ D 内 解析 且 


Rep(z)> „Л | Т 
(Ф* pg)(z) 
Ке (rg)(z) >0,:є Р. 
证 (1) 首先 证 明 设 h(z) 为 D 内 解析 函数 ， 且 h(0)=0, 若 存在 上 ,全 =1 使 
得 i 
refa- +0] >0,ze D. (3.2.47) 


ЛІ gp(z)*h(z)z0,(0<|z|<1), 9(z)e 5°(1/2). _ 


事实 上 ， 由 正 实 部 函数 的 Herglotz 公式 ， 我 们 得 到 


h(z) _ z(1+ oz) _ ИС 
o уе) Mb 


_l аен?) or) oy 
= p(z)*h(z) [0 ) re | 


f (z)e S° (1/2) — Ref OG 0x) lo <l,|o|<1 知 被 积 函数 在 不 包含 0 
| (9) *201-92)' 


的 半 平 面 内 ， 且 g(&z)z0(0<|z|<1)， 由 此 即 得 (3.2.47) . 


(2) 引 理 3.64 充分 说 明 对 于 每 个 a ，o 满足 : |a|=|o|=1， 
于 是 有 
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(z) EA А 


1-62 


由 (1) ЖЭШ ТШЖЯХЕ ЗАРА «йй o 都 存在 E a(a|=|ë|=1) EE 


y(z)+0,(0<|z|<1). 


refali) teze la] >0,ze D. (3.2.48) 
: 一 OZ 2 


由 于 yw(z)e 5" (1/2) ,立刻 证 得 对 每 个 a(|o| =1) ， 函 数 wy(z)/(1-oz) 是 星象 的 ， 
应 用 定理 : | 
ERKA t SWERM) <k(t). 


miet (1 е" ) (1 де“ / 2) 20,ze D. 
、 : < 


由 此 证 明了 (3.2.48). 
利用 引 理 3.2.4 不 难 证 明 : 


引 理 3.2.5 XF 2, < 2, <10< r<l 设 g(z)e R(B),g(z)e 5°(8,), ШЖ p(z) € 


D 内 解析 且 Rep(z)>r, 则 


(é* pg)(z) 
Re——— >r,ze D. 
e (9+ е)(2) >г,тє | 
定理 3.2.5 设 f(z)e А(2,а, В), 0<а<10<8<10 1-90-28.) .1-0-28, X 
` 2 1+C 1-@ 


设 g(z)e К(8), M (gr* f)(z)<e А(А,@, В). 


证 由 引 理 3.2.3 知 ， “1 2+8 1. 
b pip(z)es (50-а) КЕР 令 


则 вер(:)>1(1-а)+ 2+2, 再 根据 引 理 3.2.5, 488) 


ORDING) 1-а 2+8 
(G*DIf)(z) 2 4+1' 


即 
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R° DJ >” 和 
注意 到 | 
(Ф*‹(р^/))(<)= z (e=p* y) (a) (0*p' f)(2)= Р“ (Ф=* f )(z), 
我 们 有 
LO 1-а 4+8 
р*(ф* 7) (=) 2 4+1 
或 者 
， 2+8 
renjo tii) 
D (ó* f)(z) 1-2 
利用 实 部 不 等 式 
кеа) 2. |> 158, ze D.’ 
得 到 
‚| 1-2 А+8 
Армен (7) 
(1) Le r 
D’ (é* f)(2) 1-2 1-2 


此 即 (b* 让)(z)s А(2,0, 8). 证 毕 . 

定理 3.2.6 设 /(де ACL0.8),8(z)e A(4,a, p)” 0<4<1-2p,0<B <: 则 
(f *в)()є 4(2,а, 8). 

证 因 /lzjs4(40D) 且 4>0, 由 定理 3.2.2 知 f(z)e А(0,0, 8). 51 3.2.3 


ка) 0 RO awan D) {та уг) 8 


1 
2 


g(z)e А(2,а,8) АЖ 3.2.5 便 知 (fxg)(z)e А(А„о, p). EE 3.2.6 证 毕 , 
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$3.3 用 DD’ 算 子 定义 的 解析 函数 类 J (4,0,2) 


本 节 中 要 讨论 有 关 DB 级 的 w 一 凸 函数 的 一 类 解析 函数 (Л, аг, p) KER. 得 到 
”包含 关系 ， 证 明 类 J(4w 有 中 函数 的 实 部 不 等 式 b9i7i ， 


定义 3.3.1 设 0<w<lL0<56<14>-1 WRAK f(z)e 4 满足 条 件 


+g-—— . 
4+1 


LCI a (08709) | 、aap (331) 
: pG) (ptf(2) 
ШЖ /F(z) 在 7r(2w 有 中 . 当 4=0 时 ，yJ(0wP)=y(c.D) 为 熟知 的 厅 级 的 w 一 凸 函 数 


[18][19] 


ед па Qda LO 
дай); ll ЖЕ) {+ 中 
1. BERR 


定理 3.3.1 E f(z)e (до, В), M f (zje (4,0,8). 


I 4 
ша p1 а 221) 易 知 Rep(z)>4+8 等 价 于 
p(z)= Df (z) we): —— ер(@ АТ 
рб) у(х). 需 证 
p(z)< (z) | (3.3.2) 


p(z)=1 时 结论 显然 成 立 . 若 p(z)z1 且 (3.3.2) 不 真 ， 根据 从 属 原理 存在 z € Р, 使 


p(z)eƏw(D),p(lzJ <|z,) c (p) (和 否则 (3.3.2) 式 成 立 ) .由 于 Јака 引 理 ， 
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p(z) =w(¿).zop (zo) = т (6): =e”, m 21, 显然 A #1HB4+6_, 即 


4+1 
A=-pĦ} E z -1. 
в-а) обо) а ©) веса) (а) а E 9) 
1+ 1241 Ó | 
=Re az „у эг % 


1-а) 2 omat +É 1-АЕЁ [+э(1-2а)уювбу(1-2аў[` 


4+1 А+1 А+1 
<1012+2 <2+8 
SU г" 
这 与 
ар) 09 а-о)” „7 / ©) 
(1—a) p(z)+ plz) =(1 Ру (D: f (z)) 


和 f(z)e 7(2,0, p) FE, (3.3.2) ARE. 证 毕 . 
推论 331 #л>10<6<1.31л(а, B) c s" (0). 
定理 3.3.2 设 0<wm<o <1,0< ñ < 8, <1,WJ 

J(4,z,,B,) © J (A,z,; A). | 


证 当 w= 必 =0 时 定理 是 平凡 的 . 设 G, >0 和 Flz)s 1(3,о,. B) MI 


ве. п-а,) 2 (2) ел (3.3.3) 


D’ f (z) +o (Df (х) +1 


利用 恒等式 


ру (г) (р^ у (д)) 1-2) 579, 


(1-а) (O) FA 
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р) (ра) | 
ЊН (3.3.3) 和 (3.3.4) 式 ， 结 合 定理 3.3.1， 得 到 不 等 式 


D” f(z) (D™ fle) A+A, А+ В, 
к-а TE: +0, DFO pajta aT 


(3.3.4) 


а аала ао 


于 是 Ј(Д,0,,В,)=Ј(А,а.в,). МЕ. 
H Dif 的 两 个 恒等式 (3.2.3) 和 (3.2.4)， 我 们 还 得 到 : 


定理 3.33 f(z)e (4,0,8) e D f (z)e J (e, B). 


2， 实 部 不 等 式 


定理 3.3.4 W 0<а<10<68<1. 7 (2)є Ј(2,а, В) НАУА 


(07 (а) (D(a | B-a (3.3.5) 
Re——— —.—,P и 
-a(s (PHF) 15 

FRAME, UFAA. 


证 设 p(z)e J(A,e, 8), Ë 


р^" (х)  (D”/(2) 4+p и (3.3.6) 
аа а)" T P (2). : 6 


则 p(z) 在 DD 内 解析 且 Rep(z)>0. (3.3.6) 式 两 边 乘 以 上 (paf (2)) (рї у (zj 得 
a 
到 


(Bp) (pO) (070) (рга) 


(9+2) уа) (р (а) (3.37) 
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由 此 推出 


| [ол әд | 


Re A+B (3.3.8) 


(sijoi “#% 


利用 恒等式 (333) R: 
(D+F (2)) =(4+1)D* f (z2)-AD* f (2). 
ЈА (338) 式 得 到 (3.3.5) 式 .上 述 证 明 是 可 的 . 证 毕 . 
定理 3.3.5 л> -1,0<а<10<38<1, 7 (2) Ј(А,а, В), W 


(DFN (PF) | 1 , (3.3.9) 
Е: | (1- gja” | 
Жр „2н(-8) | 该 结果 为 最 佳 的 . 
证 定义 p(z) 如 下 
a eles ‚єр (3.3.10) 
z 


由 Df(z) 的 定义 可 知 p(z) 是 在 DD 内 的 解析 函数 , 且 p(0) =1, 对 (3.3.10) 式 取 对 
数 导 数 便 有 | | 


[7 (р у” | (3.3.11) 


Р) а [a-a (Dss 


由 定理 3.3.4 知 
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(rojor »] 
Gap) (oF 


-lez = 


这 样 就 有 
огр (z) z 
Ha ) 


利用 引 理 42.1， Waj- EREE 


og(p(2)+— LP re) n(z), O(P(O0))= p(0)=}(0)=1, 


4(1-a) p(z) 
而 从 方程 
=) | (3.3.12) 
п а() (1-2) I ARE + TOLAR 则 
кн р.0< 2401-3) 1. 


容易 验证 g (z) 也 是 形象 函数 ， 所 以 g(z) 为 凸 象 函 数 ， 从 而 4(z) 也 是 凸 函数 ， 凸 
函数 必 单 叶 . 故 知 g(z) 是 《3.2.12)〉 的 单 叶 解 .由 引 理 3.2.1 知 p(z)<e(z), 并 且 


4q(z)=(1-z) 《是 最 佳 的 . 证 毕 . 
用 推论 3.2.4 相同 的 方法 ， 可 以 证 明 
推论 3.3.5 #4>-1,0<е@<1,о< 8<1,/(с)є J (40, p), Ш 


IR og- psi ш 


注 在 推论 3.3.5 中 当 4 = 0 时 该 得 到 J(w, 8) 中 的 相应 结果 . 
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§ 3.4 RAŽ A (а, В, u) PG (apu) ER 


本 节 中 ,利用 算 子 理论 和 借助 一 种 变 分 法 得 到 A(o,Q,P,n) 上 Ffechet 可 导 泛 
函 所 对 应 的 极 值 函 数 ,用 一 阶 微分 从 属 证 明 ， 关 于 子 类 中 函数 的 准确 实 部 不 等 式 ， 
并 推出 G(@,B,1) 的 相应 性 质 . 


1. 有关 的 定义 


设 X 表示 单位 圆 盘 D = 也:|z| < 直 内 所 有 解析 函数 构成 的 空间 ， 赋 予 在 紧 集 上 一 


致 收敛 的 拓扑 ， 那 么 X 成 为 一 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空 间 . 2 T 2 X 的 一 紧 子 集 ,J 
是 T 上 定义 的 复 值 连续 泛 函 ， 如 果 对 某 fe7T 以 及 上 的 任意 变 分 


f, =f +ge+olee 一 0), 存 在 X 上 的 线性 连续 泛 函 1=7(f,) 使 得 
J(f.)=J(f)+a(f,g)+o(ee > 0) 


那么 称 J Ef ABNF T 为 Frechet 可 导 的 ,1 成 为 了 在 了 的 Ffechet 导数 ;对 于 
feT ,如 果 存 在 一 个 定义 于 X 上 非常 数 的 线性 连续 泛 函 L, 使 得 
R,L(f)= Max{ReL(g): ge7T} 则 称 了 为 的 支撑 点 , 记 T 的 全 部 支撑 点 为 SuppT S 


表示 在 单位 圆 D 内 解析 函数 рс) = z+ У az 构成 的 类 .显然 5 c X. 

本 节 中 o,a, B, UIA: сє R,a 20.0 < 8 <10< и <1, ЖЕ 2 U 3 fi. 

对 给 定 实数 Go, 用 | 

H° (0) = 2+ Уа", flees (3.4.1) 
k=2 
EXET H, EJ HHO f =H Hf =f, HAH WRT. 

引进 并 讨论 如 下 两 类 解析 函数 四 |: 
定义 3.4.1 设 w>0,0<B8<10<4<4 在 D 内 满足 条 件 


m0 


ui (3.4.2) 
ЛӘ AA |42 71088 


2 
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的 解析 函数 f(z) 的 全 体 记 为 Alo, а, В, р). 还 得 到 : Hr "a Жы 


| (Efe) о: їз 
А(с,о, ВЛ) = ев: аан), (DE а | 


А(01,8,и)= е {5 6 - p) m 
定义 342 ED 内 满足 条 件 : i 7 
певне. 
Т) 57 Аа об, охна p, TE 3.4.1. Ж 
обед) ET Robertson 函数 类 . се p)» pha- Robertson 函数 类 当 


G = 0 时 熟知 的 忆 级 Robertson #28121, 


‚ 2. 极 值 问题 
定理 3.41 ERZ f(z)e А(с,о,Д,д), MFE jsp 使 得 | 
f(z)= meha- ә [ л) (3.4.3) 


N - А 
`. А A - I 


证 fy(z)e A(o,Q,pB,4) 当 且 仅 当 存 在 plz)e P, 使 得 


dm] haig = >Ч) 


О H° f( . ; 
即 . -a ` | . ооа 
Ë H° (a) J- og ЕС 
| z-z) z ` 


由 此 推出 неу (о) = 0-27 expl pet Aq jo Яя тне йрй 


í x 
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性 ,(3.4.3) 式 成 立 . 证 毕 . 
推论 3.4.1 f(z)e A(o.a, В.и), ана 19 неу) 。 дол в.а) 
推论 34.2 (дєдєй) анозаи) Ae 4(0,1,0, u). 


与 定理 3.4.1 相同 的 方法 容易 证 明 
定理 3.4.2 айз, Gla, p, u), WEE p(z)e Р, 使 得 


(0-0 -有 
s(z)= t-a “ exp( [一 二 一 人) 


注 在 定理 3.4.2 中 上 =1 时 ,得 到 pp 级 0 一 Robertson 函数 的 结果 . 
定理 343 È L ж Aapua) БИЕ 815 8, у, (о)є Aloa, pu) А. 


Re f, (х) =max [Re L(f(z)): f(z)e Aloa, B.n), Z LE fo (z) HT д(о,а, p, u) АЖ 


Ffechet 导数 1I 不 具有 形式 
(ӯ, (х), h(z) = ah(0)+ bh (0)(a,be C)(C 为 常数 )， 


则 


т 1+5: | 
УА | +Й-1 
. уро a 5 9 Ё `. (3.4.4) 
folz) = H75 1-2) * ex | 二 一 一 一 一 dz 


其 中 me N;4, > 0,> А, = 了 | 如 | = 也 交互 不 相同 ,大 = 12，… 7 
k=1 | | ， 


证 记 А'(с,о,8,д)=\Н° f(e): f(z)e А(с,о, B, и) € А(с,о, 8, и) EENE 


ҰМ: .MP н° f LM Ж А(с,а,В,и) 到 4 (о.о, В.) Зан H ° HJER 


射 性 质 ,我 们 把 问题 转化 为 4 (o,a. p.p) BIR. 
É G:P > А(с,а, p DI 


о) ai=) expl [Oae ) 845) 


KA G X P 5 A (o,a, 8 ШЕ ВН (р) = L(G(p) ДИУ Ж P ЕЖЕ. 
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下 面 分 三 步 来 证 明 : f 
(1) 首先， 证明 po 相对 于 P АЖ Ffechet 导数 : W 


Pe = ро + є + о(є(є 一 0), Po 的 一 个 变 分 . 记 鼠 "大 =G(p,). H° f, = G(po)- 那 么 


Ё‚\ ч 


H° f, = 01-0) ol EA 
=11- 9" | [i H ё+е [а - 0) 


= 4 =z)" = [2 a]: + ү а + cg 
=H°/f,+A(H° fagl +o) > (3.4.6) 
其 中 


4 人- 有 (е0)=0). 


KH S, A н° f,2EF А (0,0, В.Ш) Л ТІ L fE Н f, Rafi Еѓесћег 导数 7 ， 
故 有 L(H°/.)= (H° f,)+ 1н, в)е+о(е) , EB 


J(p,)=J(p.)+ L.(pi,g)e +o[e) - (3.4.7) 
其 中 | / 


1. (ров) = 1(Н° fo, А(Н° fosg) 
记 © х,={Н°ўєХ:/(@)єХ,Нн°ў(0)=0} 那么 1 为 X。 上 的 连续 线性 泛 函 ， 


& J: X C,L(e)=1(e(2)— g(0)) 由 此 容易 推出 六 为 上 的 连续 泛 函 ,在 天 0 上 


5 


/(р,)= (рь) +7, (po g)e+o(e) заз) 
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由 (3.3.8) 式 可 知 J 在 Po 相对 于 P P 具 有 Ffechet 导数 也 ， 
(2) Ш 在 P 上 不 为 常数 : #урє Рр )=с(с 为 常数 ), 由 于 1 和 
i a 
1+” YRT Раг )- 0, BU 1(Н° fp, A)=0. WI 由 序列 全,} 所 决定 , 即 对 任 


k 1. 


n=0 


)=y az e X, I(z) )= Уа, 


r 
t + t 


l sg(z)= РЕ А н” T j n22), | (3.4.9) 


则 А(н°у,,в)= z", Ж Hf,A)=b, | (n>2) 这 说 明 1 具 形 式 
I(H° f.(2),h)= b,h(0)+b r (0), 
与 定理 假设 矛盾 , 故 I Р 上 不 为 常数 , 
(3) 证 明 p, 具有 形式 


үө ` “ Ўл д, 11201 | ` , (3.4.10) 
1 一 Yz 


其 中 me N;À, >0,314, = |= 5, 互 不 相同 ， k=1,2,…,m， 事 实 上 ,对 
I k=1 


Vpe P,Ve > 0, A Peli-e)+ рее P, р. = р+( р-р E» po 的 一 个 变 
PE E p, AA Feche 981, H 


4(р„)= 1(р„)+ 1(p— po)e + olee 0). 


i ， . Н ШЫ 


从 假设 ReJ(p,)= Max[ReJ(p): pe P} 得 ҝел(р,)< ВеЛ(р,) PR 
Ке(ї (р = рь)+ o(1))< 0. 


Фе 0", WA Ве (р,)< Rel (p) BILEH p, є SuppP, р, 具有 形式 (3.4.10). 
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由 (3) 及 Max|Re(B° f): f (z)€ А (с.а, В,ш)} = Max{ReJ (p): pe P), f Po Я 
有 形式 (3.4.10). H G 48X9J22S28 30 н° у, ДВЈ 


т й 
(БА as -1+8 
х pan a . (34.11) 


< 


再 由 M 算 子 的 对 应 关系 和 4(o,a,p,1) 与 4 (с,а, 8, и) 2. у, RA 


形式 (3.4.4) . 证 毕 . 

推论 3.4.3 A(o,Q,B,4) 的 支撑 点 具有 形式 (3.4.4). 

注 : 当 o =0,е =1,B=0,K=1 时 ,定理 3.4.2 即 为 Humme 的 结果 . 

用 相同 的 方法 得 到 

定理 344 Ж L 5 Саби) ЕЙ ЖЖ, shz) Cl, pu) R 
R,So (z)=max {R,L(S(z)): S(z)e G(e,B,u) 若 工 在 90 (z) 相 对 于 Ga, B, и) АЛ 
'Ffechet 导数 1I 不 具有 形式 | 

I(S,(z), h(z))= ah(0)+ bh (0Xa,b e С)(С 为 常数 )， 


| лыы, la- 
S. (z)= 0-7)" ex Ga 1-52) 2 _ ‚ (3412) 
0 (1—2) exp dz 


其 中 me N; A >0》 1 =1;|x,|=1,x, 互 不 相同 ， k =12,::: ,m. 
k=1 G 


推论 3.4.4 G(a,B,) 的 支撑 点 具有 形式 (3.4.12) . 
HRR AA a, 8) Ж (д.а, 让 相同 的 方法 还 可 以 得 到 


定理 3.4.5 函数 S(z)e Gla, Вл) HERA x = 位 : 国 = 耳 上 的 概率 测度 /人 ,使 
得 
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S(z)=(1- z)” СЕВ В) |. ,log(1 — xz)du(x )| (3.4.13) 


对 于 固定 的 @,pB,G(a,B1) 与 时 上 的 概率 测度 从 } 以 关系 式 (3. 4. 13) 构 成 一 一 对 


应 . 
推论 3.4.5 若 S(zje С(а, Вл), W 
Sa) _1 

(0-2 (a) 

定理 3.4.6 8 5(:)є Gla, Вл), WE 


sl) | 1 | 
É = < (3. 4,14) 
其 中 0<74- B)<1. 该 结果 为 最 佳 的 , | 
推论 3.4.6 设 S(z)e G(z; Вл), WA 
| Л 
a >_ 1 ze D. (3.4.15) 
-z | 


其 中 0<714-P)<l1. 该 结果 为 最 佳 的 . 
ЧЁ: Hig 3.4.6 фа = О, WEE 8 2 Robertson 函数 的 准确 实 部 不 等 式 . 


$ 3. 5 有 关 近 于 凸 函数 的 解析 函数 类 


本 节 中 我 们 引进 并 讨 ЫЕ ААЛИЕВ, (а, 8) R PA, 


1， 有 关 的 定义 


设 1>-10<w<10<5<1 令 


хад 1709 але 19 > oze p} 


zf (2) 


чер) 


С(а, В)= fros 4:38(z)s S(w). 使 Re 一 一 一 
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2 С(о,о) № о 级 近 于 凸 函 数 . 


定义 3.5.1 车 函数 f(z)e 4 满足 条 件 


R 2). Ata ze Р,А > max {—@,—/8|. (3.5.1) 
则 称 /ldeslq. 显 然 /lzajes (a) ру (де 2) s(a)=s(a) 


定义 3.5.2 设 函 数 f(z)e A, ВРЕ g(z)e S, (a), WERI 


z(D1 f (2)) 4+8 
20500 „ЕР -g — (3.5.2) 
Re 一 TP) > 1 ,4 > max í G, Bb},ze D. 


ШЖК f(z)e В, (а, В). EH в, (a, 8) = В(а, В). 
容易 验证 当 0<w <а, <1, о<д < В, <1, W В(0,, 8,) с В(о, д). 
PAAT L(a, c) 的 性 质 , Ж. (3.5.2) 式 改写 成 


1(2,1)1(2+11) f (2) М A+B 
І(А+11)е(2) 4+1 


А> тах {-а,-В}, є D. 3.5.3) 


2、 积 分 表达 式 


若 g(z)e S,(@), 则 由 PP 中 函数 的 Herglots 表示 公 式 定理 2.1.5， 容 易 得 到 . 


定理 3.5.1 函数 g(zjs S, (a), 则 存在 X={x: 轩 =j 上 左 连续 的 概率 测度 y(x)， 


使 得 
| +{1-2Жё ja 
(=н) | — —4y(x) 
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4+8 
1+1 1-2 xz 22а}. 
(= 2+0) [| f кшк, Жы =) а, 
(3.5.4) 
特别 当 妈 > 0 时 
[22889 "(i зау 
s= hrl 于 dyla) k an(La) (a) 
(3.5.5) 


其 中 7 是 下 分 布 ， 由 Z(wc) 的 性 质 当 ，4= 0 时 ， 
、 1+(1—2, 1+(1-2@ 
f= „= AZ aga tax ка SE (3.56) 
对 于 固定 的 4.w B (ap) 9 X 上 的 概率 测度 点 {w 六 ， 以 关系 式 〈3.5.4) 构成 一 一 
对 应 . 
证 设 f(z)e В, (а, В), H (Je 5, (a) E 


а LDL) 428 


Мз УЛ A U ` , D: 
Laela Ан" 


由 定理 3.5.1 和 了 中 函数 的 Heyglots 表示 公式 (定理 2.1.5) 


L(2,1)L(4+1,1) f (2) 2 
ануу Ы 0 


由 此 推出 


由 此 推出 (3.5.4) 式 成 立 . 
反之 ， 亦 然 ， 当 4 > 0 时 ， 利 用 志 (a,c) 算 子 的 积分 表达 式 ， 从 (3.5.4) 得 到 
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(3.5.5) 式 ， 当 和 44=0 时 ，L(1,1) 是 单位 算 子 ， 此 时 (3.5.4) 式 变 为 , (3.5.6) 式 ， 
对 于 图 害 的 入 04, + (0.7) 5 РХР 之 间 构 成 一 一 对 应 ， 而 PXP Ы 


В, (a, p) 也 是 一 一 对 应 . 这 表明 定理 得 后 一 个 论 为 真 ， 定 理 3.5.2 证 毕 . 


3， 包 含 关系 


由 从 属 关系 和 Schwarz 引 理 容易 证 明 
5198 3.5.1 8 р(х)єР(0)(0<0<1), сер, 


20-а) _ 
01-0-2441 


zp (2) 


(0) 


定理 3.5.3 HAM f (2) є В, (а, Д), WL(A+L1) / (о) Æ|] РЕ 


< (3.5.7) 


其 中 ;是 方程 


1- -2-(1- 2514), 20. 03.5.8) 


的 最 小 正 根 . 
证 i (2)е В, (op), 则 存在 g(z)e 5, (а), tË 


peL) (2) „4+4 
L(A+1,1)g(z) 4+1. 


ЖЕНИ [,(А+11) (с) Ж |2] < к, ir, 2 AEREI а)! gæl 内 星象 


шат Ф н.) АЛ) (J Р ИВ ae (с) > 2%, 91и зза, 和 


ЦА+ы) 8 (2)) 


Re ани) g(a) р(2) 


F olr)=1-2r-(1-24t2) e, W (r) [0,1] rik, 且 p(0)=1>0 


еш)=-2[1-5*#)<о, 从 而 (3.5.8) (0,1) 内 是 星象 的 , 由 此 推出 L(4+11) f(z) Æ 
十 
|z|<r 内 是 近 于 凸 的 ， 定 理 3.5.3 ШЕ}. 


推论 3.51 车 f(z)e Bi(@,pB): 则 f(z ) 在 |z|< л Ет, 其 中 是 方程 
(3.5.8) 的 最 小 正 根 . 
定理 3.5.4 i тах{-0,-5}<4,<4, MS, (e) < S, (а). 


证 ES (Q) 上 定义 算 子 世 :T(f)=L(4+41)f(z)， 则 五 是 5S,(@) 到 s (45) 
4+1 
的 线性 同 胚 ， 故 4+ & 是 关于 的 单调 增加 函数 ， 且 (ағ) (т) TRET, 
4+1 A +l А +1 

的 映射 性 质 得 $, (o) с S, (а). 证 毕 . 

推论 3.5.1 若 4>0, 则 Si (а) с 5 (0). 

定理 3.5.5 W шах {-0,-6}<4.<2, WJ p, (z, B) < В, (а, В). 

证 ЕВ, (0,8) EXAT: (f)=L(A+11)f(2), Н (3.54) 式 可 知 


fle B (ap) 当 且 仅 当 存在 g(z)e 5, (а). MEE ца) (34278) ， 使 得 


L(4A+1l,1)f(z)e [Аке 258. 所 以 Т,  в,(о, В) БЕР Е Р) 的 一 个 线性 同 


Ж, 又 因 4+@ 入 如 均 为 关于 人 的 单调 增加 函数 ， р (228, а. є [АЕР 
А+1' A+ ¿+l А+1 A +1 J 


ЕШ Т, Ж FOB ШЕ 3.5.4 可 知 ，B, (0, В) с B, (0,8). 证 毕 . 


推论 3.5.2 it A > 0, Лв, (о, В) сВ(о, В). 
4. 端点 性 质 及 偏差 定理 


.由 定义 3.13 和 定义 3.1.4， 用 66 记 为 集合 玉 BJ B, F 的 端点 ,端点 的 全 
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体 记 为 extF. | 
定理 3.5.6 vf(z)e В, (а, В) т ЯА 


), (0,9), 3.5.9) 


RP х=е,у=е,Х =Ү= |е :0<0<2л},(0,р) л. 
证 в, (а, 8) =-[(1(2+11)7 Jf (Oe Bi (ap) 由 求 时 运算 的 线性 性 质 和 


Tadj 算 子 的 映射 性 质 ， 我 们 把 问题 转化 为 对 函数 族 甩 (ax B) 的 讨论 


A+B _„А+а 
令 _ (1 2 11 E { 24ta) А 
а шур" А |= у= 


M=Íf g., ()4д(Ө,ф): 4(6.9) 左 连续 的 概率 测度 | 
由 假设 容易 证 明 包含 关系 M с со(в, (a,p)). 另 外 ， 假 设 对 任意 左 连续 的 概率 测 
度 ， 有 | 
| 8- (&)4д(Ө,ф)= | 8: (2)14.(9.0). ‚ (3510) 


由 于 g,,(z) 关 于 x,y 分 离 形 式 ， 因 此 


д, (Ө,ф) = (0): (9)(i=1,2). 
可 唯一 分 解 成 两 个 独立 的 左 连 续 的 概率 测度 羔 积 ， 这 样 (3.5.10〉 式 可 化 为 


101-222) 


[>a o |——— ag) 


1—xz 1-у 
КОП: 
= 一 二 过 一 ) o (ahe. (3.5.11) 
一 交 


А49. 909 ді = д0 (7 =1,2). EB д, (Ө,ф) = z, (0,@), НЯ M ЛЕ и(Ө,ф) 


127 


的 表示 下 唯一 的 ， 又 根据 g,, (z) ЗР xy 的 连续 性 ， 得 到 
nhi- 222. ni- 252), 
а == (3.5.12) 


又 因 y(z)e В, (о, 8), Ў ae (z)e 5, (а), PEE 


А+а 
(2+1) )es( 人 2} 
使 得 | 
ЖҮР | ta) 
(1-2 = |XZ 1+ 1—2 yz 
А+1 ) ; 4+1 
— БЕ ñ LÈ Й 
(L(4+1,1) f(z)) | A(9)[ 5 dr(9) 
+ -24*2) yz 12 
= : аш(Ө,ф)е М 
XXY l- xz 1- Yz 


Е В, (œ, B) € M,M =coB, (z, B), FERIE в, (о, 8) 5 B, (e, B) PRAX REE 


(3.5.9) 式 . 证 毕 . 
从 定理 3.5.6 得 到 


定理 3.5.7 E f (zje B, (a), ), 则 全 = 了 <1 时 ， 有 


akea 


128 


其 极 值 函 数 为 


5， 系 数 不 等 式 . 


从 推论 2.1.2 ”容易 证 明 
引 理 3.5.2 者 p(z)= l+pzt'e p(e),|p,| < 2(1— -0)(п= 1,2,…). 


引 理 3.5.3 设 g(z)=z+bz?+…e S (a), W 


åta) Г(п) (34. (3.5.13) 
ьы<2[1 а | CH 可 =2,3,---) 
B eles, (а), Wr HLDG) Ata 5 
z AFL’ 
ЦА) в (а) ь(„). (3.5.14) 


2 


ЛІ вер(г)> те m p(z)#1L(A+1,.D) g (z) ВЛЕЕ 


L(A+L1)g(z)=z+(4+1)b,z? а 


代入 到 (3.514) 式 中 ， 并 此 较 z 的 同 次 军 项 系数 ， 再 利用 引 理 3.52 而 得 (3.5.13) 
R E. 
定理 3.5.8 ÚW (z) ба є В, (а, В), 则 


nt 
bz 


р В+(2п-3)(1-а)) T(n) , _ (3.5.15) 
а) rag") 3.5.15 


极 值 函数 由 《〈* ) 式 确定 . 
Ў f (zje В, (а, В), WEE е (т)є S, (а), 18 


Rez(Z(4+1DJA(z) 2+2 
L(A4+Ll)g(z) A+l 
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О) агер (3.5.16) 


则 Rep(z) >а, 把 p(z)= I+D рг" FU L(A+L1) f(2),L(A+11)g(z) ВО 32 JE JF SK 


n=1 
Ё 


在 和 用 引 理 3.5.2 和 引 理 3.5.3 而 得 (3.5.15) 式 . 且 极 值 函数 由 (*) 式 确定 . 证 毕 . 


ЖКА (3.5.16) 式 ， 并 此 较 z 的 同 次 宕 的 系数 得 


н н) 


т=1 т=1 т 


р п-к 


Р, 


推论 3.5.3 Æ F(z)e В(а, 8), I 
2 ñ _ — = +++ 
12.15 [1-8 + (2л 3)(1-а) (п = 2,3,--.). 
极 值 函数 由 (*) 式 确定 . 
ЖИП В, (о, D) 相 同 的 方法 可 以 得 到 如 下 两 类 函数 的 性 质 忆 4 , 


定义 3.5.4 É f(z)e 4, 若 存在 g(z)e А(2,0, а), 19 


Dif(z)) 4 
оне) >22 дъпак{-а,-8}.2= Р. 


则 称 7(z)s В(А,а, B). 
定义 3.5.5 设 8>0,0< PB4+a<1, 对 某 个 


g(z)e ое) А:Ве a > Hain), 


满足 条 件 
вер > А+@, f (z)e A,ze D. 
则 称 f(z)e С(2,0, В). 


这 里 只 列 出 函数 类 B(4,,p) 的 性 质 ， 相 同 的 方法 可 以 得 到 函数 类 C(4,a,p) 中 
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函数 的 性 质 ， 这 里 不 叙述 ， 详 见 文 [23][24]. 


定理 3.5.9 у(2)є В(2,0, В) 3u(x),y(x)e X={X :六 = 才 , 使 得 


| (1-25) 
= ць) ц) а-а) Oe) 


ep| 2[1- 222) [| es -=)ay(2) 


AT 
当 4=0 时 ， 有 
Ct e-a) [„хеп-=фдц)] ш 


对 于 固定 的 4.a В,В(д,а, В) 5 Xxx 上 的 概率 测度 点 {tu 让 以 第 一 个 表达 式 构成 


一 一 对 应 . 


u 


j | 
定理 3.5.11 RA > 4 > пах [—a,— B). W B(2,,a, B) В(д,а, В). 


А+а 2+8 |, 
定理 3.512 f(z)eB(40B) А+) rt) a 22 =) 其 中 0<4< 


1-24,0<@<--. бе 


定理 3.5.13 f(z)e B(A, В) Ят Жз 
4+8 


| 1+j1-2 xu 
у(д=цъл+1) [,, е (ө) 
Б — уи 4+1 


其 中 х=е?,в=е®,Х =Y sfe”? :0<0< 2z}, (6, 9) 为 二 元 连续 的 概率 测度 . 


定理 3.5.14 Ë (уе в(л,а, В), W 
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ca и _ ' 


+r T 


极 值 函数 为 


па) 


f(z)= L(1,1+1 = 
(= шд) Í ар 


» ` . 


Š 3.6 用 局 算 子 定义 的 缺 系数 的 解析 函数 头 


本 节 中 引进 函数 类 O，,(a, pp) 讨论 其 极 值 问题 .5 FH О, (0, p) PE 


数 的 积分 表达 式 ;借助 算 子 理论 建立 该 类 中 函数 的 偏差 定理 ， 给 出 类 中 函数 的 近 吓 
半径 ,讨论 类 中 函数 Hadamard 乘积 性 质 . 


1. RARO, , (0, В,р) ЕХ 
假设 本 节 中 出 现 的 参数 4.w 8 p 均 满足 : 4> 10<w0<B<10<p<L 
É A, 做 =12，) 表 示 在 单位 圆 稚 刀 ={z: 国 < 耻 内 解析 函数 7(aj=z+auzea+… 的 全 
体 构 成 的 类 .以 p (0) 表示 在 DD 内 解析 并 满足 Replj>B 的 所 有 函数 
р&)=1+руг* +… 所 成 的 闫 5; (A) KA) CAER A PN p AERES 
ж, В 级 凸 象 函数 类 和 8 级 近 于 凸 函数 类 , 


给 定 实数 和 > —1, M 
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DY Sm) (ea (3.6.1) 


定义 算 子 D1, 其 中 * 表示 Hadamard 卷 积 ，D4f(z) 有 如 下 性 质 : ， 


на) aaa, ` 
Df рр 64 + (3.6.2) 
2(Р* fY = (4+0 р^“ РО) -Ар* (а) (3.6.3) 
下 面 要 定义 函数 类 


定义 3.6.1 若 函 数 f (z)e 4 满足 条 件 
rejt -a) 9. ар" л) эмей. (3.64) 


则 称 f (2) РУ, (в, В). 


定义 3.6.2 若 存在 g(z)e Yi(a,D), 使 得 函数 f (z)e A 满足 条 件 


z(D’*f(z) 
D’g(z) 


则 称 f (z) 8 o, ,(@,B,p) 中 .4=0,4=1 时 还 得 到 函数 类 : 


Re >p,ze U. (3.6.5) 


+ 


# (©). z€ : 
sd)? 小 


Qro (pp) ла A :3g(z)€ V,a (œ, В), Ке 


- 
\ 


| _ f (zf (2)) 
алела" а: A :3g(z)e V, (z, 8),Ке z (2) 


利用 算 子 L(a,c) 的 性 质 ,可 将 (3.6.5) 式 写成 ? 


>p,ze л 


1(2,1)1(4+11) f (z) 


> р, р. (3.6.6) 
да+) (с) 28 
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2. 积分 表达 式 


设 6g(z)e V, (0, В) 容易 验证 存在 p(z)=1+ pz +e Р, (Д) 18. 


s(z)e У, (а, В) = le)= Liya, 1/æ +1X(L(A+12)8(z)) 
© L(A +1)g(z)= L(Y/a,1/o+1)zp(z)l 


再 从 正 实 部 函数 的 Herglotz 公式 定理 2.1.5, HART (A+ 11) ЮЕ, Ж 
难 证 明 : HE 


定理 3.6.1 若 g(z)e Vla, 8), WEE х = е: = JERNE (х) 848 


g(z)= ca 二 Шс (3.6.7) 
az“ | 


或 存在 p(z)e Р, (B). 9 
иш) 


g(z)= Е 


对 于 固定 的 4Q@B,V, (а, 8) 5 X 上 的 概率 测度 点 77(x) 以 上 述 关系 式 3.6.7) 构成 
一 一 对 应 . | | 

定理 3.62 函数 f(z)e О, (e, 8, р) 3 B IX 24 4F х рем ризи 
n(x) u(x) ,使 得 


| f= natal- Í a | + 2 а | „че 20 аң | 


(3.6.8) 
ЩЙ = 0 时 ， К 
f oual- р | 70) | | й: 
од“ j | 
| (3.6.9) 


РЕЙ A, a, pQ В, р) 5 x тека (x 站 以 上 述 关系 式 
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(3.6.8) 构 成 一 一 对 应 . 
证 H f(z)e О, (a,B,p); 则 存在 g(z)e у, (а, 8), Eda: 


(LA +S) _ ; 
Re Te ` >p,zEU. 


由 定理 3.6.1 可 得 


1—{х 


于 f: ЕУ ， (3.6.10) 


其 中 7)(x) 为 X 上 的 左 连 续 的 概率 测度 ， 
H P 中 函数 的 Herglots 表示 公式 定理 2.1.5， 得 


2 = | iau) (3.6.11) 


其 中 (x) 为 X 上 的 左 连 续 的 概率 测度 . 
由 (3.6.10),(3.6.11) 两 式 推 出 


_1_ gh “| I! — ти ух хат) | | 0) 


利用 Zi+1I 算 子 的 可 逆 性 ,从 上 式 即 得 (3.6.8) 式 ,反之 亦 然 ; 当 4 = 0 时 ,(3.6.8) 式 变 


Ц1,2)Ц, +1) (5) = 


为 (3.6.9) 式 . ЖЕЛ, о, 8, p Anl) (х) 5 Px P 2 р — лу, 


BPXP 5,0, „(0, В,р) #ЇВИБ&——Х] ДУ а ЕРЕ т КАНО ЛЕ. 


3， 偏 差 定理 


利用 定理 2.1.7， 不 难 证 明 
FIE 3.61 # p(z)=1+ рис’ +=. P(0Xz e U,k > 1) ШУ | = r <1, 6 


| 1—г* 1+“ 
< Re p(z)< . 
1+ r“ plz) 1 一 产 


这 结果 是 准确 的 . | 
# Ве р(х) > 8, ë а(х) = р(х) PB, 则 Re(p(z)- 6)> 0, 于 是 由 引 理 3.61 容易 
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推出 : 
引 理 3.6.2 设 g(z)=1+giz* +e- (PB)(zeU,k>1), 则 对 |z|=r<1 有 


1-01-26) -a 1+ (1 28)" 
1+“ <Reqlz)< I-> 
这 结果 是 准确 的 . 


/ ЖЕ 3.63 设 & > 0, f(z)<e Q, ,(G, B, p), 则 对 |z| =r<1, 


|у > Е а сл (3.6.12) 


1+(rt)° 
1+(1=2p)r" á 12 1+(1—2BXrry i 
< L1, A+ DL(1,2 一 人 3.6.13 
HO (1,4+1)Ц уе" fe (н) а. ( ) 
结论 (3.6.12),(3.6.13) 是 准确 的 . 
证 设 f(z)e 0, „(а, В, p) UFE g(z)e V,a (e, 8), 使 得 
z(L(A+11)/(z)) 
Re Ца+ы)е(2) 


А:ЦА+Ы) (о) _ 则 Reg(z) > p. 下 面 分 两 步 来 证 明 : 
< Larga -=4(z) ze U. eq[z)> p 


(0 首先 证 Bj L(A+11)e(z) 的 偏差 性 质 , 因 g(z)e V,a B), 存在 
Re p(z)> PB. 由 引 理 3.6.2, 有 


шашам 1 е2) a! 


>p,zEU. 


оа —1 1+(rt)* 
>l frel -0— 1-29)! 1-01-28)* +. (3.6.14) 
nase 1 人 „је 人 [раа 
< -1 
<t fe Er "та евз 
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z(L(A+11)f(z2)) = 10) +1) (о) = glz): LA + 1,1)g(z), ze U. 
B | \ | 
|700 = ц4+1)ц12)4(2)- LA+ Ll)s(zhzeU. (3.6.16) 
由 (3.6.14)(3.6.15) 和 引 理 3.6.2 以 及 正 实 部 函数 的 积分 表达 式 ,得 到 
1-(1-2p)r® @ > 1-(1—2,8)(тт)° < La 11 ч. 
«(+г* h 1+ (rt) < lalo): HA +11)8(:) 
<1+0- 2р)" „сздн, 
ОД ғ“ 1— (rt) 


再 利用 (3.6.16) 式 即 得 (3.6.12),(3.6.13) 式 .等 号 对 函数 


f(z)=L(1,4+1) нары pa A a 4 6.6.17) 
- 1-2 )4° 


dt 


` л 
: Е УА I a d 
分 别 在 z = re E, z= r ЕДИМ ач _ 


з. тлее ИН 
тих, Зита ЖОВИ занат ЗАНЕ |об: ЕЕЕ 
证 明 如 下 引 理 | ' 


9188 3.6.3 Wa(z)=1+4 z+ B (B)(ze Dk 21) Л = <1, A 


20). 20-28) 
alz) Ч<г*ї+(ї-23)г* 


这 结果 是 准确 的 .证 明 详 见 文 [ 26] соо, 


定理 3.6.4 设 w > 0, f(z)e Q, ,(G, B, р), Ж р^) El = т < АНТ 


里 x 是 方程 
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1-—2т+К(1—т)}* -(1-2m)r* =0 (3.6.18) 


的 最 小 正 根 , 其 中 
m=} [21-0-2807 4 0-28)" y, 
а 


1+2“ 


证 设 f(z)e 0, (а, Вр) ВИ ЕЗ D (о) 33388 iñ А ЗЕЕВА Del)» 


星象 函数 即 可 . 令 p) >а), JJ F(z)# О 内 解析 , 且 因 为 g(z)e V, (a,B) 所 以 存在 


p(z)e Р(В) 由 定理 3.6.1 和 引 理 3.6.2, 可 知 
ве 20) е(0) g eef- [706 нт [Be 1-23) 


Z 1+{* 


由 р()=2-#@) FAR 3.631 


А 


ке (osol. на Oa- E 


1-2[т+ кі 一 т)}* -(1—2m)r” 
1- r" BH +(1— 2m)r* 


р'а(а) Р) [FO | 
+ ó=1-2[m + k(1— m) -(1- 2m), А0 g(r) # [0.1] 上 连续 , 且 2(0)=1>0, 
ó(1)=—2k(1—m)<0, 从 而 方程 在 (0,1) нал ЕЖА, A 此 [Д<һ 时 
ке ее) > 0, D'g(z) 为 星象 函数 , 即 p f(z) 在 |z| < 内 是 近 于 凸 象 函数 .证 毕 . 


推论 3.6.1 Жо >0,f(z)e Qio(Q,B,p) 则 f(z) 在 |d|=r<n 内 是 近 于 凸 的 .这 里 
r, 是 方程 (3.6.18) 的 最 小 正 根 .… 
4. Hadamard ЖЖ! 
вузе 3.6.4 lit с) gle) E U 内 解析 ,满足 g(0)=h(0)=0, р (о) о, h (0) +0, 
并 且 对 每 个 适合 lo| = [| =1 的 复数 o,7, 有 
oe) Ae)#o0< 辕 <) (3.6.19) 


1- 
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Wë Р(с) = U РАТ, Н. Re F(2) > 0(0 < |zb< 1) Ж 


ке) >0(0<|Д<1) (3.6.20) 
ф® М) — 
证 我 们 首先 证 明 
l+70z . 
p(z)" h(z) 
— 1-07 一 >0(zeD (3.6.21) 
Re phla >0,(ze D) 


设 (3.619) 成 立 ， 则 这 时 7= -1 这 意味 着 9 (z)*h(z)z0，0<|z|<1. 


令 串 =1 且 z 关 -1 我 们 有 


ба) 27926) = leol) Enloe), 
由 (3.6.19) 
l+70z f . 
p OTO i in) 


pzjspn( — +Z | 
该 式 左 端 不 能 在 虚 轴 上 取 值 ， 但 在 z=0. 处 取 1 ， 所 以 (3.621) 成 立 . 
讨论 满足 条 件 ReF(z)j> 0(0 <|z| <1) 的 函数 F(z)， 设 |F (2)|=1, 由 herglotz 


公式 
-i 1+cazx 
bp(z)= (aulo). ， (3.6.22) 
e?r (a) | San(o) 


其 中 EAA 人 ,上 的 概率 测度 ， ¿3 e 是 唯一 确定 的 常数 ， 
|= £=-—1cosy>0(w=e"(1+£z)/(1-z),ze D,Rew>0). 


则 
СВЕ [otne 224и (о) 


= (1+6) еба) «(24и (о) +5018) *)() 


(об) |н,ад(о) +2018) 
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其 中 н,(0)=1, 由 (3.6.21) , КеН„(«)>0. 因此 


e” ra =501+)к(0)+2(1-8) 


其 中 К(0)=1, КеК(2)>0, 29% (3.6.20) 成 立 . 


定理 3.6.5 设 G ,7 满足 ol= |= 180988, () е 0,,(a.A.p). 
ді) = z+ $a, 2 在 万 内 解析 , 且 
| рб) 22000 < | <1) 
Д) f *9(z)e О, (а, В, р) 
证 首先 , 证 明 gxg(zjey la, p) 设 
кб) (1-а) 2-89, aD’) -8 


М) = z， 则 F(z) 在 DD 内 解析 , 且 ReF(z)>0(ze О), р+() = z. 
由 于 
өч Рис) = ф(с)*[1-а)р^в(е)+ (p's(e) -A 
А = (1- о)р* D’g(z)+ ap* 0*в(0) -2e 
= (1-0)0* (рж) орж в) (:)— £ 


利用 引 理 3.6.4, 得 


кет) - ref _a) p'le! 8), api(p*g)) o _p>0 


即 


ке - 2) +о(р^(р* Jol > (ze U) 


М g * plz)e У, (a, В). 
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其 次 ,证 明 f * ф(д)є О, zx(0,B,p) 设 'f(z)e Q, (а. В, p). 令 


-AF _ Atz)=z 
p(z)= Р“ (2) p (z) < 


U p(z) 在 DD 内 解析 , 且 Rep(z)> 0(z e U) e * h(z)= z H> 


Gp*D’g(z): р(х)= р* (р^ (о) -pp* Delz} (3.6.23) 
注意 到 | 
p*D’g(z)=D’(@p*g\z} 9* (DFR) =: Р) (д) 
由 (3.6.19) 式 得 到 


Re p(z)= le > р. 
HOTA O * g(z)< V, ala, B) # f ф(о)є О, „(а,В,р) ТЕЁ. 
注 在 定理 363 至 定理 365 中 分 别 取 ?= 0"4 =1 时 ， 就 得 到 函数 类 
о, (с, В, AQ, (Ge, В, р) "АОН Е. “. | 
还 可 以 引进 如 下 函数 类 ， 并 用 与 类 0 , (0 8.p) 相 同 的 方法 讨论 其 性 质 ; 
5; (а) =(7() S: Df (zje 5" (oj 
定义 3.6.3 ез ,者 存 在 函数 gl)= a+ bal te sa) А) ева. 


е 5; (8), ЖЗ 


2(р*у(а)) (3.6.24) 
иаа U. 


WE f(z) 属 于 $s,(g(z),h(z);@,B,p) 中 | $ 


定理 3.6.6 设 g(z)e si(@)h(z)je 508) <о+ 8 <2, Wl 
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с (Die(z)D*h(z (z))/ze Slap. 


证 由 假设 ,可 知 
0%), ь. р^) 
Ке Dig(a) >а’ Re БЕТӘ > д 


令 F(z) =(D’g(z)Dh(z))z, 通过 对 数 导数 得 到 


ағ). z(D*g(z)) ‚ z(Dp'h(2) у 
' F(z) D’g(z) D:h(z) 


ке} = 2016) | <Б) Е > @+ 8-1]. 


F(z) D’g(z) 
由 于 0 < + 8-—1<1,НШЕ ЁН К(:) = (Р*в()р^щ())/: є 5(0+ 8-1), 
定理 3.6.7 设 g(z)e Si(Ge)h(¿)e 5;(8)1<а+6<2, W 
а) +] Pet], 


4+1 
(2) ПЕЕ + afii, aC, ++ afi he, + 人 全, 
<i- 20+ B -1)}, n23. 
结果 都 是 准确 的 . 极 值 函数 为 - 


ғ()=10,4+1) (1-2) 22. 
定理 3.6.8 设 Flzjs 5,((),А(2);0, В, Pls ot+P<2, 则 Df(z)e Да+ 8-1,0). . 
Ж: 设 f(z)e 5,(2(2) (2а, В,0)1<а+ 8 <2, (а) Cla+B-1,p) 


定理 3.6.9 设 f(z)e S,(e(z) но, В, о)1 < a+ B < 2, WI 


a | < 2-0-8 1-р. (3.6.25) 
(2+1) 2+1 


П-"—П-«+8-1))+ 


1 
(п-1)п nil A+ mi 


а, < 


2(1- P fest zii ыа B — >| (3.6.26) 


n жүА+т 
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поил (020) ó, у" een, (3.6.27) 
-б 


Etla] = |б,| =1. f(z)e S,(e(z) h(z) o, B, p), B G535G426)30 的 极 值 函 
数 | 
定理 3.610 函数 f(z)e 5,(6(0) (0а, о) o FEX = (04 EEE 
测度 u(x), х) E | 
яды. | 0-29) За) өц-20-а- И |, 


1- xz 


ЩА = 0 Bf, 
=f [11 +- 2p 1— 2р)хи (x): exp] - 2(2- а 8) [б -ao 


1— xu 
对 于 固定 的 和 .0,p, s,(g(z)h(za,B,p) 与 和 上 连续 的 概率 测度 点 {us y — 
个 关系 式 构成 一 一 对 应 . 
定理 3.6.11 任意 函数 f(z)e sel) hlz》a,p,p) 有 端点 积分 表 式 


1+(1— 2p xu d 
= rai [ Í —— L+ 2p)a = lulo, g)» 


1— хи 


RiP х=е?,у=е#,Х =Y =l т0< Ө < 2л} (Ө, p) 078. 


定理 3.6.12 #5, («(2),п(с)о0,В;р) |4 = т <1, ЙЇ ` 


ar ае 21 ааыа 


щл) =й <] ДА+ +)[ а 
-r 


” 极 值 函数 为 | 
[+ (@—-2р)хг] 


f(z)= rt 
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83.7 用 7 算 子 定义 的 解析 函数 类 


з 中 我 们 讨论 用 H Rr iha hoe 性 质 ， sso) 


1. 有 类 定 及 引 理 
设 n, p 为 正 整数 ，5, 表示 在 DD 内 解析 函数 p( № z 组 成 的 类 . А (п) 


表示 在 D 内 解析 函数 f(z)=z?+ > а, с 构成 的 类 . 


ЖЛ>-1, H 


1 | 
gg Oes 52е D. 《3.7.1) 


н?р(а) = az 


` 


ЖЕНА, JEE (3.7.1) 式 得 到 
наро) 1 +O о (3.7.2) 
. r ' n . X 
定义 37.1 ЖйА>»-1,0<ди,@>0,0< {<1,—1< В< А<1,А = В, Ж 
函数 .p(z)e S, 满足 条 件 


(Hp (2) + (ae | < Ha (3.7.3) 


WF p(z)e p, (G, A,B): 4 А=1-28(0< 2 <1),В8=-11, M (3.7.3) 式 得 到 
р(х)є Pi(a и. 8) 41524 ， 
relo) ra|] > A; ze D. ú (3.7.4) 


在 p o (@, 4, A,B) 中 分 别 取 p(z)= TOR f (z) 时 还 得 到 


Z pz”! 


аяла лаем (527 + oyj- ra, eo 


=~ 

— 
N 

— 


B (anp. A.B) Ja Az ja He 5 
不 加 证 明 直 接 引 用 如 下 两 个 引 理 ， 证 明 见 文 [31][32] : 
引 理 371 WE F(¿)=1+bz' +b. z" +… 在 DD 内 解析 ，h(z) 为 D Р 
析 凸 函数 ， 且 h(0)=1. 如 果 
е(1)+1ағ (z) (а): | (3.7.5) 
其 中 cz0 且 Rec>0, 则 


с -£ £a | 
Е(«)<—{ Ë h(t)dt<h(z), 
[тщ 1) dt 为 微分 从 属 3.7.5) 的 最 佳 控制 . 


318 372 R f(z =È az “在 D 内 解析 ，g(z у=} 为 D РИТА, 
WR f(z)<e(2),MW|a | <|b|(k=12,:::). 


2. 主要 性 质 


定理 3.7.1 设 W>0,p(zjs р,, (о, ш,А, В), ЛІ 


(Eap(zjj 4 284, и 
пи ® 1+ Вси 


证 设 F(z)=(Hp(z)), 则 


в) 14 C CALO у 


(p(s) +az|(82 1) | = F(z)+ Е (2). 
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由 于 p(z)e p, , (G, #,A,B), RATE 


\ 3 


, 1+ Az 
F (z)+ #zF (z) 
显然 ， пг) = EE ED иий, h(0)=L н и>0,с=- >0, 118188 3.7.1, 
z үл | 


并 对 积分 作 变 成 1 = иг, ze D, WJ 


a 1 — peagi 1+ Az 1 1+Ажш зі ' 
н? =F(zZ)<— z” | а |—— u” .du. 
( p(z)) (z) пп“ [ 1+ В: пи 1+ Вси “ и 


推论 3.7.1 р, (о,и,А,В) СР, (а,0,А, В). 
定理 3.7.2 Ви 244 20,1> 5,2 820, Wl 
Dn,4 (z,,, B,) © P, (œ, 44B). 


证 设 p(z)e p, (œB) i (374) RA 8, >p 201 


Re rula] «Дер. (376) 
由 推论 37.1 得 | 
(apf) EA, - | (3.7.7) 
Н (3.7.7) 5 ке(Н*^р()) > б, > Д,гє DEN. 因此 . 
如 果 Re| (н°р()) |20 则 | 
кен) ае) ено |>: 


如 果 Re[z(H*p(z)) | <0, 则 从 (3.7.6) 5 44 > 44 2 0,1> B, > 8 > 0 8 
ке(н°р(є)/' а(н") Т 
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Re{(# (©) + (8 +] A, > A, z€ D. 


A 


因此 p(z)e p, (G, 4h, B) EE 


ZÆ 3.7.3 u >0,-1<B<1,p(z)€ рз (а, и, А, В), 


(1). 若 A>B 则 
Re (Hp( ) 9) > E и duze D 
(2) #A<B, Д] 


Re (Н^р(2 V < ве Аи а ди, гєр. 


极 值 函数 由 


пи ® 1+ Buz 


确定 . 
证 (1) 因 p(z)e р, ,(о,д,А, В), 由 定理 3.7.1， 得 到 
1 
(Hzp(zjj = [142 =” du 


пи ® 1+ Bzu 


t 


1 
' ‚ n а а 
рр [ы иг а) | 


(37.8) 


A>B 时， 由 多 之 函数 的 条 件 极 值 的 прве 1+4), 1-4: 由 从 属 定义 和 


1+ Вги 1- Ви 
А> В, J&E 
а E 
Re(H'P(Z)) >minRe — [Apr au =+ == 
=D | nu 91+ Ви nu ® æD (1+ Ви 
1 nl-Au 


1 
L 
———и”# du,ze D. 
пи. и 


(2) A<B 时 ， 相 同 的 方法 可 证 明 
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Ви’ 


La 
„= йи 


а 1 @1+Аж ул, |1 1+ A E 
Re( H°P(z)) < 二 [түру a-i [rye “м 


定理 3.7.4 设 p(z)e p, , (G, H, А,В), Л 


1-А le 1+ А>” Yz 
—— | <H < . 
==] | p(z) з 
А z=r<1, 则 
`: | 1 
1 з 1 Аш" y а е эъди" “ 
— Гат 2и ан . 
пи 1— Bur” пи 1+ Bur” 


证 (1) 设 й=0,р()єр,,(0,4,А,В),-1< 8<А<1, н (373) ж А 


(нерс) E ERARE, TEREK olz), ED Holos EA 


+ Bz 


由 Schwarz 引 理 ， 有 ， ， 


п 
3 


, @(z)=c"”+c,. z" + M|w(z БЕ 


АШ 


zļ=r<1. 


‚уе А» (о). 1+ Alw(z | 1+Ar’ 
°p) = 1+Bw(z) “于 8 四 TB 
JE P) >Re(H’p(z)) 2127... 


因此 


1 1 
1-Ar")e д 1+Ar” \а 
<|Н < 

3 | p(z) рз | 
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(2) 设 W>0, 由 定理 3.7.1 可 知 ` 


` + 


] #1+Аси — 
— 


4 а п, 
(н PO). <a 1+ Bzu а. 


оз а 


由 从 属 关系 ， 存 在 刀 内 解析 w(z)=cz +c, z+, E|w(z)s|J'.|=r<1. 
使 得 


„ди 


а ди < 
1+ Вии ( z) пи 1+В|и(2) (z) 


н] Í 


aeta _ 1 al+4u|w(zj 去 


< (tA т\ш 
Сопи 1+ Bur" R 
并 且 
n l 
|н^р (z) > ке(н*р (2)) > и" ` du. 


因此 (2) 的 结论 为 真 . 极 值 函数 由 (378) 式 确定 . 证 毕 . 
定理 3.7.5 设 p(z)e p, , (G, , A, В), WI 


ja "l-8 
В (+ пи) (C+) (2+) 
其 中 极 值 函数 为 
-211 "lB a, 
P, z.nA.B.A (2) =1+ «(1+ яд)[(4+1)--(А-= 7] z" + (3.7.9) 
证 i p(z)€ p, ,(&, 4, A,B), н (3.7.2) 式 得 
а а А+1):-{А+ 
(нр) + (н?) È 12900) аьр на 
利用 引 理 3.7.2 可 得 - 
ай+ш)[(4+1)--(4#+я)], < |А—В| 


п 


由 此 推出 
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|р, п|А- В|. f 
"grr (Arn)] 
极 值 函数 由 (3.7.9) 式 确定 . КЕ 


a 


注 从 定理 3.7.1 定 理 3.7.5 容易 推出 В, (а, и, р, А, В). В, (а, и, p, A,B) 中 函数 的 
性 质 略 . a А . r . a 
REIRA, © 


定义 3.7.2 设 4>-1,0< 8< 1. 如 果 g(z)=1+B,z"+…e S, 满足 条 件 
Б 
ре) шг» - 
q(z) | 


则 gq(z)e Q. (2,8). 


` ' 


N `“ к | А | ! 
定义 3.7.3 2 4>-le>00<8<10<p<1,p(z)=I+Az + € 5, 如 果 存 


在 g(z)e О, (4, 8), WS К Uni А М А 
4(нр(а)) (н?р) 
лр > р,:є D. 


则 p(z)e р,(4@ В.р). # р, (0,0. ,р) 中 分 别 取 ы) c- 
(clzjs 57(08)) 时， 就 得 到 熟知 的 Bazilevic 函数 类 . 我 们 得 到 如 下 两 个 结果 . 
定理 3.7.6 设 1>-L@g>0,0<p<Lg(z)=I+B,z" со (A, 8), Ета 
Жм), т 
(I-A)(HN(z)) =(1-)(н*а(а)) sufa] o< u <+, 
则 |z|< к 时 函数 入 (z)=1+N,z"+.… 属 于 g@, (1.0), 其 中 及 表示 方程 
[2ди(1-8)-—(1-и) |R" 20 о{1-)+п |Е+(1-и)=0. (37:10) 
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的 正 根 . 
定理 3.7.7 在 定理 3.7.6 HERF E p(z)s р, (4,0,p,p) 作 和 解析 函数 M (z) 


пем (2) =н“) (нер) | .o<u< 


1 
N |z| < R А Ж M (2) =1+ М,2" + 属于 р, (0, B, p), Ж R, 为 方程 
(3.7.10) 的 正 根 . е. : 
我 们 还 得 到 p, (ди, А,В) 0—26 p (ua, В)": 
A> -1,0< u <l, >0.0< 8 <1, WẸ P(z)e S 满足 条 件 
к.н ^0) + (н) (нр) | ze р; (37.11) 
则 称 р(х) 在 Pap) т Ж й Жо EE, Aap 均 满 足 
14>-40<4<bo>0.0<B<1，F(a,b,c;x) 为 超 几 何 级 数 . 
利用 L(a,c) 算 子 的 性 质 ， 可 知 ` \ 
L(a,c)p(z)=(a,c;z)* р(х). p(z)e S, 
| #(201-8).5а)= y=). 
由 此 推出 | 
L(A+1,1)P(z)= H*p(2), ` (3.7.12) 
在 此 ,我 们 用 算 子 L(a,c), 由 (3.7.12) 式 将 (3.7.11) 式 改写 成 


RALA +p)" +ш(ЦА+ы)р(2))(ЦА+1)р(@)*' > ze р, (37413) 
得 到 如 下 性 质 这 里 不 予 证 明 详 见 文 [30]: 
定理 3.7.8” 设 p(z)e Pi(49,B) 当 且 仅 当 存 在 X =: = 直上 的 概率 测度 


ціх), , 使 得 
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1 


p(z)= ШТ L ШУ ‚ `7 BTI 


z 
4 


` 


特别 ， 当 4 > 0 时 


p(z)= | а _ Г” н ш wa 


(uz): 1— xt 


对 于 固定 的 4,a, В, Р, (1,0,B) 与 X 上 的 概率 测度 {U(x 上 } 以 关系 式 (3.7.14) 构成 
一 一 对 应 关系 . | 
定理 3.7.9 设 p(z)e Р,(д,о, В), 则 对 |z = 六 < 二 有 


1 
R, p( цана [Д1 1-@-28)т y 中 ， (37.45) 
l+rt | 
1 

asta o| fin lt 10-20)" 10-20)" 中 0<и<)  . 6719 

ri А 

(3.7.15),(3.7.16) 式 准确 的 ,等 号 
' а Fl+(-251 . 
Ра, (z)= 4+1) [i 7-р. (3.7.17) 
| m = 


分 别 z = -r,r RY. ‚ . 
推论 3.7.2 W p(z)e P (Lp) | = 


Re p(z) | 
щн! р! 20-20) а -tree- 1)+2(1– 8)Е Ë түш 


推论 3.7.3 设 f(z е Вш,а, В), Яд = г<1,Н 
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| sila 1-28) И 
панар | | 


当 z = -r 时 成 立 . 


8 3.8 用 复合 算 子 定义 的 关于 共 罗 点 的 解析 函数 类 


Vv 


本 节 中 引进 并 讨论 用 复合 算 子 定义 的 关于 共 轿 点 的 解析 函数 类 ， 得 到 卷 积 性 
质 ， 包 含 关系 ， 积 分 表达 式 、 端 点 性 质 ， 偏 差 定理 ， 系 数 不 等 式 . 


1. 有 关 定义 


我 们 在 A 中 引入 两 个 线 EZ f D} M H: 


гй 3.8. 1" 设 f(z)e A.ne N, 420, 为 上 满足 下 列 条 伯 : 
о) = (a) p, f(a)=0-2)(O0+ A (D1 (j= p, se) 
则 称 Dp 为 推广 的 Salagean 算 子 ， 显 然 D; АЯП ру, 5 A= 18, DN 
Salagean 算 子 . 从 定义 3. 8.1 容易 推出 
р f(z) -=‹+у@+(- D4)'a, (3.8.1) 
定义 3.8.25 对 于 Дед 定义 算 子 月 : в) glz), 
z)= zl (+7 加 | 


нӯ(:)= в(0)= У (Rea) (3.8.2) 
k=0 


不 难 证 明 算 子 Р 和 日 有 如 下 基本 性 质 : 
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(1) D? 是 线性 的 ， 即 对 f(z) g(z)e A 及 任意 复数 a,b 有 


x 


D; (af (z)+bg(z))= aD} f (z)+bD38(z) 
(2) `H? = HH =H. @. HD? =D?H. 
(3) 对 于 f(z)e А, 而 k(z)= 》 cz 的 所 有 系数 为 实数 ， 则 
HCFC)=ka(ErO 
(4) H RTM, WH f(z) g(z)e 4 ， 有 
H(f(z)+ g(z)= Н) + Hele) 


(5) 设 р(х)є P, 则 Hp(z)e Р. 


引进 如 下 两 类 解析 函数 中 |: 
定义 3.8.3 设 4>0,4>0,meNU{0) 车 函数 f(z)je A 满足 条 件 


AO RA ,oy (3.8.3) 
2 | DrHf/) ° 


则 称 函 数 f(z) 属于 函数 类 s (AAJ). 
定义 3.8.4 设 /(zje4 220,020, те МО} 车 存在 9(z)e San (4,4), 
满足 条 件 


РОР), 0 к. «(РТ ©), ¿e U. (3.8.4) 
P | D? (Holz) ° 


则 称 函数 f (z) 属于 函数 类 C, n(A u). 


2、 主 要 性 质 及 其 证 明 


我 们 需要 如 下 引 理 : 
引 理 3.8.1 121 j k pe K. f(a)e 5°, MJ kx*f(z)e St; 等 价 地 ， 对 于 


кє K, f(z)e 5", 4 p(z)e 已 时 有 
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OLONE авв 
k* f(z) 、 


引 理 3. 8..2 59 设 c 为 复数 且 Rec > 0, 则 函数 


el 


k.(z)= 


=(+cjy， l = ++, (3.8.6) 


ntc 
是 UU 内 的 凸 象 单 叶 函数 . 
引 理 3.8.3 W c 为 复数 且 Rec >0,me N, MAX 


k (= 09 Z = Z+, (3.8.7) 
ED 内 的 四 象 单 叶 函 数 . | 
证 为 了 证 明 函数 k.,, (z) 在 D 内 的 凸 象 单 叶 函数 , 我 们 只 要 证 明 函 数 zk. (z) 
是 DD 内 的 星象 单 叶 函 数 ， 即 根据 判定 星象 函数 的 等 价 条 件 证 明 不 等 式 


п=2 


1+ с" 
n+c 


<1 ` (3.8.8) 


， 成 立即 可 . 
下 面 利用 数学 归纳 法 证 明 (3. 8. 8) 式 成 立 . 
(1) 当 m=1 时 ， 由 引 理 2 可 知 (3.8.8) 式 成 立 ， 即 成 立 不 等 式 


1+с 
й21—— 
п+с 


<l. 


由 此 推出 
l +c 
п+с 


(2) 假设 m= 时，(3. 8. 8) 式 成 立 . 下 面 要 证 明 m = +18, (3.8.8) Е 
成 立 . 利 用 (3.8.9) 式 ， 得 到 


со +1 oo 
2 
Solte -Dn 


n=2 n=2 


(3.8.9) 


1+с 
ntc 


k 
1+с 
п+с 


1+с| 1+c| 


п+с 


< Уп? 
n=2 


п+с 


再 利用 假设 (2)， 即 得 (3. 8. 8》 式 成 立 ， 由 此 推出 函数 ,,, (z) 是 U 内 的 凸 象 
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单 叶 函 数 ， 证 毕 . БШ»; Жы 


Ж у КЕ J aa pn. 221 


定理 3.8.1 设 函数 f(z)e Snl A) те ОЮ} 则 
А Re de 
2 说 pae | (3.8.10) 
хот A шү І 1) = үзе uE 
E 令 (zje 3. = г м ү Ж, 
эрг) f(z) DDIFE) iri, зв, 
1 a Н Spel (3.8.11) 
бүк КОӨ ШӨ. y egean 
则 p(z)e Р. (3.8.11) Ra 
, (+6 Ау 
ТИК рори) КЕЛЛИ (3.8.12) 
解析 函数 HDX f (z)= DZ Hf (z) 的 系数 全 是 实数 , 因而 ы 
( Jo алш! Wa o: Ta L e a p к 
“p, Dir) p, (aD; (а) DOR, a 


Ge j- [Helo]; рн ) 
令 Hp(z)= qlz), Л а(х)є Р. 从 (8, 8. N TA | | 
D DIEE) O DEG) y E 


bE 
FÆ, Жү духе" suy (RQ Га К, a бы. 和 леке 
D, (pr (H(z) 1. 
“s a (z)=“Hp(2)e Р. 
DI (HF(z)) е 1 а 
这 就 是 所 要 证 明 的 〈3. 8. 10) =. [е 
推论 3 8.1 设 函 数 f(z)e S. „A u) me NU {0},4 20, u21, W 
06 “> 
(ӨҢЕ | ТЧ 
Aal | 
oR. titt Ar BI ee S|. Е CE N, 
х 4 н, 7 ы К i жың - A 
利用 引 理 3. 8,1 和 推论 3.8.1 ЖЕ. a, 


mp s. р ер ри 


э = | 
定理 3.8.2 HENE JE Sein (2,22) eN UNE 40, ет 当 ke К 


且 具 有 实 系 数 时 ;kx (о), (А,й) бубу a boa о 
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P, 
«(дш и) 9 JPEE ploe PER ple NOSAT 


T 8 а 这 
由 L 一 
А Kt n А 


I 


ФА ih ku О = N 
D,(D7 f(2))= plz): D7 (Bf (z ) 
2 2 0 x< Е 1% 
Wke KHER, Ж Жинн JeK2011 
k=D,[p2f 9) куб) 人 (3.8.14) 
ТАА g la 
k*D,(D? f(z)=D, (Dz (k* fe) 
i iS U] „А НАРТ la 
Рр) ари) в 
T ЧА al БН) L, {ер ОНГ). С: r) À 
I А Гре "K ` 
,A #—1 
HRES, SL од(н/()є 5 s[e): Rko K адия К BARSA 
数 ， 故 = | ШК? 
| k $DA ENADE (K f(z))), (3. 8. 16) 
由 引 理 1， 当 zez 时 ， 
Huf í ZA Ml, УА >! 
， R D,(D; CED) у)“ 
р?н (к* f (z)) 
бу) Э J (WN Wz<yl2N20N ELERS 
即 k*f(2)e S. (A.u) 证 毕 . 
JOU эму.) hg t LOsA 人 AN (XA < 3 
推论 3.8.2 设 jlzjsS „(А,ди)тєе NU, u21, 4 0<4<18, 5 
ПИЕ уу 
Hf(z)e s|) 
(orag aero 
证 ”对 于 菜 个 102221 1, /( = т а," є 5,.(4,0) 取 实 系数 的 
kr је Sen (2и) втру (Hr FCE) = Ру ОЛИ 
5» * КӨ: 
Ra ра арр Фоа G 
А I 
ОД ТВА H (2), AR 
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对 14 > y=- M y> 0, + (n -1)4F -和 ,而 4=0 的 情形 不 必 


考虑 .对 于 0 < 4 < 1, 考虑 函数 


TOS >, 
n=1 


由 引 理 3 Я, k,,(z)Ë U 内 的 凸 象 单 叶 函 数 . 因此 


k, ()=D(B(2) -于 Sta) (Rea) 


= (Rea,)",(a =1). | (3.8.18) 
所 以 
k,n(z)#D? (HF(z) =Hf (2) 


ШЕШ ну (2)e s|) ШЕ}. 
u 
定理 3.8.3 设 0<4<1A>zL 则 c .(A.u)c Con (0) 
证 令 f(z)e с, (л,и), дє (04) 于 是 有 g(z)e 5, (44) те №00), 
и>1, 使 得 
D,D; fe) _ (де Р. (3.8. 19) 


令 


Hg(z) | 
则 g(z)e P. 由 推论 1, D,He(z)e s) 取 k(z)=k, , (z), 其 中 
4 


y=7-] k. (z2) (3.8.7) REX, FE 


› ®т,у 


158 


k,,,(z)* D.D? /(а)= Р, (к, „(:)* Р; F(z))= D, se} 
于 是 有 


` 


D,f(2) _ k, ,(z)* |p(2): D7 Ho(z)| | (3. 8. 20) 


Ho(z) ky(z)* DrHO(z) ` 
根据 定理 2，(3. 8. 20〉 式 的 右 端 具有 正 实 部 ， 此 即 所 求证 .证 毕 . 
定理 3.8.4 A20, u21, 函数 f(z)e 5", (А, ш) ЧАА X= 位 :网 = 寺 上 的 概 


率 测度 7(x),E(x)， 使 得 


f(z)= оо 0-87) Í 1о{1— ааа | Е | 中 (3.821) 


对 于 固定 的 4>0, и >1, s" (Lu) 5 Ххх ЕЖЕ я (л) и 
(3.8.21) 构成 一 一 对 应 . 
证 设 函数 f(z)e S" (1)， 则 存在 正 实 部 函数 p(z)e P, EA 
p,(pz (2) _ (с) (3.8.22) 
D7 Hf (z) 
AD 中 函数 的 积分 表达 式 ， 我 们 得 到 


D”Hf(z) Hl~xz | 
其 中 7(z) 是 X 上 的 概率 测度 . 


ҳ, 


根据 推论 3. 8. 1, TTAN D” (Hf(z))e s[e} 利用 星象 函数 的 积分 表达 式 , 得 
u 


到 


он) = [94-а o| (3.824) 


其 中 E(x) 是 了 上 的 概率 测度 . > 


159 


再 利用 D1 ай (РА ХОУ (3.83935% єз( NAA AREE. 8. 21) R. 


$ 

反之 ， 亦 然 ， 对 于 固定 的 44> 0, u21 HF {En} Px zaar 
[Ra a (AQ ` 

EPX P 5 s”, (A A E AE RRETAN. EE. 


下 面 要 讨论 类 中 函数 的 端点 性 质 及 偏差 定理 : 咯 讨 虽 完 《〈0S .8 .5 SAA 
ГАСА АЕ 8.3.8.5) тау (z) E 5, (А, и); A 0и > 1, ЖАЛА ЖЕРШЕ 


/(д=р'р; ЕЕЕ х) ра д0 5 


1 一 XZ 


TCR Í. +! l f 个 i,k 2, 
журн сөлү йү үлүш, Е Эжи, J: та 


Јл 985, (Ани) Tp DFO (e s. (¿yi DA ЖЕЕ ЈМ АТ 
以 将 问题 转化 为 阔 数 族 5., (А, ш) 的 讨论 6 
КМ А alh ыш А ABR (м.к) е P (A YUPI HH 
тача 
1— © (t: (aan 
БЕ 
М= { z)an(e, ,9) 为 连续 的 概率 测度 
L, So w p): ze д LAI a Hye Bat: A Га} 
,gc 由 假设 容 а nc Telba SENAI 
= (о)ам та 
另外 ， 假 设 对 VY7 n, PERIERE, 有 
Su F X S („уд 
hy #-+„©йт(Ө,ф)= | 8,,(zJun,(@,9). (3.8.26) 


т KATA КМУДА ККЕ Г. [1- w] e À: A 
AER (er xy Ший (БЕЛ (# Ору = 12) qha — 


CSS.8.5 


— 


分 解 成 两 个 独立 的 连续 概率 测度 乘积 ， 这 样 (3.828) 式 可 化 成 і 
ат ы Ihaz А d d 
ELBE) TE Шш ГУ албы i | Кен (Фф, -< (3.8.27) 
| DR J J (yz N 


以 下 应 用 8$3.5 中 函数 类 相同 的 方法 容易 证 明 (81.8. 2DE K E AEA 
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q” =71 人 (7 =1,2) 由 此 可 知 .Mi 在 (819) ау СО Ави, (0) 


X72 灼 连续 可 微 性 | 得 到 1 о usq 
W ] (RE 4 Da) 
x l Me (К) a а= jy =18,2.£ t. h (388-28) 
W j XZ (1 yz) ga) 


А 
SRE к(с)є Sip (AWF EES (Ал) ЖЕ OEDD >н з 3.8.5, 得 到 


x 


w 

N 1+ 
ERE р, =й ТФА) Va- 45 ба 和 [soa- - хад 中 
h Ar ERAR I R 


“Ал [КЕ se 


4 
ару WERF SO org (ARBRE) GERS 


其 中 


ранно prea snlse ER old go 


РОЗЛИТИ) xai mgl то A 
у нр? о” ” ‚Ж А Т" ， sap tA . - LAT Sa M го,‹ 


D,D? f (z)= 


到 Son(4 HSM 人 СБ, rap) [在 利用 So 人 4 (L) Sey p% a) паж 
О : ЕНИ “лот Bal А! f 


KAHIGI EE 
o 从 定理 3.855080 НИЙ ЗЕЕ Buy LA эзме) дь a LA 


ЖЖ 3.8.6 若 4>0, и >1‚ f(z)e 5, „(А„и), 则 


一 


人 фо, ораз? 
7 (1-е) 170) < D Dy — m (1+) 


te s| n GEF 


у 


极 值 函数 为 
[Ja (JV таро fC pr" DA @- х). Lge ias н 
1-х) н 


， 定 理 3.8.7 若 f(z)e S. (A. А20, 21 ДАТА ү 


1 T À 1 (3.8.30) 
Rea <—— — — — -IÉ .8. 
IT 


证 由 定理 384 I laje S (а) BBS р; (нге, 51) 8 


үл 
Фіг) = Dz (Hf (z)= z+ Ьа? ++," +s. (3.8.31) 
又 因为 | 
D”(Hf(z))= z +у( +(n- Day Ве(а,). (3.8.32) 
利用 熟知 的 不 等 式 Е 


р 


1 rf. ea) 
<—[ -24 | ' 
hl ? 


Љ (3.8.31) (3.8.32) 两 式 即 得 〈3.8.30) 式 成 立 . WEHE. 


n 


$ 3.9 用 Salagean 算 子 刻画 的 41 阶 K 次 对 称 单 叶 函 数 类 


本 节 中 研究 用 Salagean 算 子 定义 的 一 类 K 次 对 称 单 叶 函数 ， 得 到 系数 估计 ， 
证 明 包含 关系 、 给 出 了 类 中 函数 的 积分 算 子 、 偏 差 定理 、 覆 盖 性 质 和 极 值 点 . 


1， 有 关 定 义 
用 S, (т) т А р [а С 内 缺 系数 的 k 次 对 称 单 叶 函数 
0) z4 Saya (mke N= орен, S, (1) 表示 k 次 对 称 单 叶 函数 类 


S; (п) ЖК S, (т) 中 的 函数 


= ¿Ya zg" (ауы >0,т,&е N ={, 2,--}) 


j=m 


的 全 体 . 设 函 数 f(z) _ m фы" (т), (a), a (z) 


j=m 
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的 Hadamard 乘积 :定义 为 ( Cre пф ы. 


我 们 在 函数 类 5-(k ая Salagean ят. ,f(z)e S; (m), 20 


n()=f(2), Df(2)=(I=7) f(2)+n (2). DS (9) = рр) (ne NUO. 
且 


r 7 


D"f(z)=z-》 (Өт +1)' арыг?" (ne №010}, (3.9.1) 


j=m 


下 面 引进 并 研究 用 Salagean 算 子 定义 Si (m) 的 新 子 类 : 


定义 3.9.1 设 0<4<1,0<7}0<0,-1<В<А<1,В<0, 车 函数 f(z)e 


S; (m) 满足 条 件 | бы 


| Df Ас ， 
(6 A аруса) аел (3.9.2) 


则 称 (с) O, (п, 2,0, А,В) F-a = 0,0 =1 时 ， 分 别 得 到 两 个 函数 
类 : 
Jaa erma ШОРО | лж ` 
RT деа 站 ч}: 1+ Ве хеш} 


` 


A taira- 下 ZE 路 


+A 


2. 系数 不 等 式 、 积分 算 子 和 Hadamard 乘积 


定理 3.9.1 ERAO casa є О, Imam B) O 


нента aya Š = = А. (3.9.3) 


Ј=т 


证 若 f(z)e 0;,(п,А,а,т, А,В), ЕНА ХТА (3.9.2) 式 等 价 于 
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(1-а) Di f (z)+az [D f(2)) =z 
(4-B)4z-B|(1-0) D; f (z)+az(D; f (7)) =z] 


DA a, 2" Dar (kint) ame 
| 
(А-В) +87 (gotD)( ntl) ajaz] (A—-B)4+B> ач) (n+) ap 
(3.9.4) 
从 而 
> (Hatl) (yn+1) ayaz" С, 
Ке FJ <t, (3.9.5) 
(A-B)4+ ВУ (е +1)(Ы +1)" а, 12% 


н 03) "0З с (х) = (4 в)л+вУ (ач) (0+1) "а, xt #0, B 


Ј=т 


(0) = (AE в) >0, WG) >00. BISAR R ¿= xe {0,1), 51, 立 得 
(3.9.3) 5%. 


RZ, Ж (3.9:3): RR, 注意 到 -1<B<4<1B<0， E| = 1, 我 们 有 


(1-а) Df (2) +ах(057(2)) -4- 


(A-B)4z-B| (1-a) D; f (z)+oz( D; л) -| 


Ўраз) (руа, 


јет 


(A-B)A+BY (kja+1)(kjn+1)" а, z 


Уу 
оо у 


«Ў (ва) (ита, -(4-8)а-вЎ (мач)! 24:0. 


j=m j=m 


于 是 由 最 大 模 原理 ， f(z)e Оз, (п, А.а, А,В) ЛЕН. 
如 果 我 们 取 函 数 


_ А(А-В) SAYAN” н 
суа фест) (5) А 


就 能 达到 准确 值 ， 因 为 
i СЕЗ | 
У (ja +1)(jn+1) ， 


2 k(j-m) 
а (1-8) (Алаг) (kn+1) TA 


a 


根据 定理 3.9.1， 我 们 立 得 


推论 3.9.1 函数 f(z) NE Дф (п,4,ђА,В) = 
j=m 
< A-B 
之 (+ q ® = 4. 
推论 3.9.2 тг z— Yapa" -.(2,4,7,А,В) = 
\ j=m ў 
: „еж А-В 
У (6+1) (ыт +1) a, <——.4. 
=s 1-В 


推论 3.93 Ж (дє Qi (n, AG. A,B), 则 


(A-B)4 


(war) (ту 0-8) (m,ke N, j> т). 


йкы S 


推论 3.9.4 ZOA <a SLOS Sh, Л 

О. (п,4,0,,7,А,В) € Q. (п,А,0,,т,А, В). 
推论 3.9.5 Q. (п+1,4,0,7,А,В) со, (п, А,0,т,А, В). 
#3 392 若 f(z)e Q; (п,А,о,т, А,В), MI 


f(z)e О, (п, 4,1, А,В), 
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其 中 


д =в+-“=#—є(в,А). (3.97) 
(kme +1) 


证 根据 定理 3.9.1， 我 们 要 找 最 小 的 4 ， 使 得 


{чо +1\( К +1ү (1 — 
(ja + Ы, (1-8) ин <1. (3.9.8) 
1 


由 于 дє Q7, (n,4,0,,4,B) ATRE 


1-3 (кј0:+1)(1- В) ( 


«АЧАТ ЛТ”, (mke М, ј>2т) 
(A-B) '(A-B)4 | 


即 


则 (3.9.8》 式 成 立 . 取 形 如 3.9.7) 式 所 给 的 A ， 则 有 (z)e Q; (п, 4,7, А,В). 
其 次 , 函数 
(А-В) mk+1 


Iam (B) . (3.9.9) 


表明 А, 是 最 好 的 .证 毕 . 


定理 3.9.3 设 c> -1 f(z)e О (А,В) WEZ 


c+1 


F()=—— fif (tdt . (3.9.10) 
Z N 、 А 
也 属于 Cr (п.2,0,А,,В). + 
д, = B+ (АВ) („у (3.9.11) 
с+1+ т 


BIHER (3.9.9) 式 给 出 . 
证 由 F(z) 的 定义 ， 容 易 推 出 


166 


i > c+1 ` 
F -一 > 一 Ë кч. 
(== | ) 


=т 


以 下 与 定理 2 的 证 明 相 似 . 从 略 . 
定理 3.9.4” 设 c 为 实数 且 с>-1,. F(z)e Q, (п,4,0,7,А, В), BI (3.9.10) RE 


义 的 函数 f (z) 在 |z| < R* 中 是 单 叶 的 ， 其 中 


1 
| ЕГ 
k- wl с+1 [еы лү 


‚т СЫ (B+1)(A-B) 


这 个 结果 是 准确 的 


j=m 


证 (2) =: У с", Н (3.910) 式 得 到 


z [z F(2)] с+0 +1 
пон LE деви) as 
с+1 > ctl J 9! 


为 证 明 函数 f (z) #e |z] < R 中 单 叶 ， 我 们 只 需 证 明 |z| < R' 中 满足 | (с) 4 < 1 En 
可 . 又 因为 j 


， de kj+1 | < c+kj+1 И 
11У] ц 好 | < b | J J | 
H (2) | 2.1 Jt | сы J um 2i 7+1) с+1 Byn [zl 


J 


如 果 


y (g „у= Бн |2” <1, (3.9.13) 
j=m А 
WA | 广 (z)- 直 <1. 而 由 定理 3.9.1， 可 知 
КС (kja+1)(kin+1)" (1-в в) 
AS A h a SL. 
之 (А-В)А ун 51 


j=m 


因此 ， 如 果 
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(+ ДЕ Р ia ш) ш 


或 者 


ч сз шиктен 


c+kj+1 (kj+1)(A-B)A 
(3.9.13) 式 就 能 满足 ， 所 以 函数 f(z) 在 |z|< R 中 是 单 叶 的 . 如 果 取 函 数 (3.9.6) 


式 ， 就 能 达到 准确 值 . 证 毕 ， 
定理 3.9.5 设 函 数 了 (z)e О, (п, 4,0, А,В), I f (2) |4 < R. н Ж, 


其 中 | 
x c+1 )(Sae+1)(gSn+1)' (1=B) 5 
Er P (3.9.14) 


取 函 数 〈3.9.6) 时 上 起 达到 准确 值 
证 为 了 证 明 7 (2) 4 |4|<А, Ан a r i 
ГӘ 


证 明 类 似 于 定理 4， 从 略 . 
定理 3.9.6 若 f(z),g(z)e Q.,(n,1,,n,A,B), WJ 


(f*8)(z)e 0;, (mh 0 A.B), 


其 中 
2 
ања. eA < e (B, A). (3.9.15) 
(кта:+10кт+1)' (1 — B) 
证 W 
267 E ， g(z) = z рге" E Q, (Ma А,В), 
j=m Ј=т 
则 


= (kja +1)Xki +1)" (1— B) (kjæ+1\(kj+1 1-B 
六 他 п ТРТ ў үн É: К а, 


j=m 
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由 Cauchy-Schwarz 120,349 - 


Dt T a К^ m Ж с, 
J+ g+ 


j=m 


现在 要 找 最 小 的 A, B < A, < 1, 使 得 


由 于 (3.9.16) HE 


Gua bç. 


1 
(А, – В) (А—В)А” 
则 (3.9.17) 式 成 立 .从 (3.916) %, X 


(A— B)4 | 
Макари < (kjæ +1) +1)" (0 в) 


(mke N; j> m) 


1-A). (А-В)А й 
(4 =B) (а +1) +1) (в) (А в)д 


ЛІ (3.9.17) 式 成 立 .以 下 证 明 与 定理 3.9.2 类 似 .从 略 . 


其 次 ， 由 143.9.9) 式 定义 的 f(z)= 8(z) 表 明 结果 是 正确 的 证 毕 


推论 3.9.6 # f(z) elz)e O3, (n,A,A, B), 1 


(f * g)(z)e о; (n,4,4,,B), 
其 中 


(A-B) А 


rr g A 


А, Sbt 


< (a +1\kj +1)"(1- B) 
XZ a pi Менчи < 1, 


(3.9.16) 


(3.9.17) 


, (m,k ë N, j> m) 


推论 3.9.7 Ж f(¿)e(¿)e T-,(n,4,A,B). (у е) T; ‚(п,А,А,,В), 


其 中 
(А-В) 2 


(km-+1)''(1— B) са) 


А, = В+ 
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3、 偏 差 定理 、 覆 盖 性 质 和 极 值 点 ， 


定理 3.9.7 设 f(z)e Q.,(n,1,G,A,B),|z|= ғ, MI 


(A-B) 


"(епа en+ 0-8) ЕЕ 


(кто: +10кт +1)" (1— В) 
(А-8) 
(ктог+1) (кт +1)" (1 В) 


аву s+ 


(3.9.18), (3.9.19) 两 式 的 极 值 函 数 当 z = 二 + 时 ， ш (3.9.9) RAH. 


证 设 f(z)e 8,(n, 和 .0,4,B) 根 据 定理 3.9.1， 可 得 


kma+1X;+1Y'(— B (gej +1) (1 B) 
— Уа š ye ша aya 81 
J=m 


利用 《〈3.9.20) 式 ， 我 们 有 


< + Sagar” <r+ rS a a < (4-8)4 
j=m 


(4 -B )4 ге 


3.9.18) 


ra. (3.9.19) 


(3.9.20) 


кт“! 


Sm Tt ma +Ukm+1'0- B) 


J (z) > 一 Уат?" > 了 реті Faya > r- (A— B)4 
j=m j=m 


km+1 


it (kma-+ 1)(km +1)" (1 — B) 


由 此 即 得 (3.9.18) 式 成 立 . 
又 因为 


|Р (z) < +} (g+ 1)а, ағ“ 51+ (km + Dr "Уа 


А 21- (K tayar” 21- (п), "аы. 


Ј=т 


结合 (3.9.20) 式 ， 得 到 (3.9.19) 式 成 立 . 极 值 函数 当 z = Fr 时 ， 由 (3.9.9) RA 


推论 3.9.8 设 f(z)e О, ,(л,А,А,В),|Д = r, 0 


t 
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_— (A-B) ` _ (A-B) ыы 

чс) тра) ' 

А-В АНАР А-– В)А кт, 
HT < j< т) — B) 


极 值 函 数 当 z= Tri, H (3.99) (e = 0) 式 给 出 . 


rt <|/(z)<r+ 


推论 3.9.9 W f(z)e T-,(n,4,A,B),|z| = r, BJ 


(А-В)А 


_ (А — B)4 pe А 
(от +1)" (1- В) 


(кт +1) (1 B) 


_ (A-B mc '(¿) < 7 (A— B)4 г" 
人 70 “Qnty 0 В) 


的 极 值 函 数 当 z = 二 上 时 ， 由 (3.9.9) (e =1) 式 给 


rm < |Р) < r+ 


”推论 3.9.10 W Flzjs Q. (п, А,0,А, В), J Р(с) А U 映射 到 包含 圆 盘 


_____ (4-83) 的 -个 区 域 
< 

定理 3.9.8 W f 
ан a f (= -8 орут), Ш 


\ (e +1(ki+1Y'(1— B) 


f(z )e 0; (n, А,а,А, В) = /( f(z = Š ua fa Í z), Hya > 0, Уд = 1 


ј=т-1 ` j=m-1 


证 设 f(z = Уд f yak = Akonn f RC J+ Уы Í BH \< (z) , 则 


j=m-l 


z)= È н fun (z)= L(y frm i) (z)+ >Ə Шты (z) 
J=m— 7 ј=т 


= Hutan + > Ан [ 一 
jem 


(A-B)4 J 
(kja+1)(kj +1) (1— B) 


А-В)А | 
а + ZJ 已 一 > Li _— (44 —_ 2% 


(70:+1)(к) +1)" (1— В) 
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А-В)А А 
=< Уы . ) n Ë !. 
(ал) +1 1—В) 


(4 В)  (кјо:+100) +1)" (1 
> “A (kjæ+1kj+1}"(1-B) i TA 


-S iyn =1- Hima ©1. 
由 此 即 得 f(z)e О, (n, 1,G, A, В), 
RZ, 设 f(z)e Q; (n.1,G,A,B) 因为 


(A— B)4 


— nF — P U „ke N, j> т). 
ат Т ry 0- B) (m j2m) 


我 们 可 以 假设 
(де + 10 +1)" (1- В), = 
Hun = TT н, Ё m— =1- Ары, 
0+1 (4- В)А ары k(m-1}1 2н 
则 
Е А-В)А | 
z)=z-*% а =z- ла 
之 9н Улы (kja+1)(kj+1 (1— В) 


= z=) Mya [z — fya (2 (z))= Ë Dp |+ дылы z) 
j=m 


ш =д, (m-1)+1 + Xa sa (2) -> Hu fou (2 z). 
证 毕 . 
推论 3.9.11 iZ 


freja (2)= z, = (A-B) un G 


gagapi т 


f(z)e Qm, (n, А.А, В) = f(z = Уа) Ач 20, Уд =1. 


ј=т-1 Ј=т-1 
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推论 3.9.12 设 . 
(A—- B)4 


i zm т,т+1,. 
° (g+ B) Ka o) 


Silaj (z) =Z, fyn (z) = 
则 


flz)e Т (л, А, А, 了 全 大 f(z = мыйы! z), Ёт 2 0, Уды =1. 
. ј=т-1 


问题 
1， 讨 论 函 数 类 4(4,a, 5) 中 函数 的 系数 不 等 式 、 渐 近 性 和 积分 算 子 的 封闭 性 . 


和 Fekete 一 Szeg0 不 等 式 


2. #у(:)єА(2,0, В), А 


ш йл 


а дано. 
3. # A(1,G, В) "лип 次 对 称 单 叶 函 数 时 计 企 它 的 性 质 . 
. 4. Ж f(z)e А(2,а, В), ПИСНА, (а )=:+} az WJ E 22 - рш: 


合 问题 . 
5. 设 0<10<sa,-l1<B<4<LB<0, 4 为 非 零 复 数 ，j (zjs S-(k) 满足 条 


件 


nl- a) 278 +а{шу(д) akt zen 


则 了 (z) 属 于 函数 类 OQ-, (п, 1,G,n, A, B) P. PH@ Q7, (n, 4,G,n, A, B) К. 


6. 设 C>0,B>0,ze DD， 定义 函数 类 


ка} A:Re oa- “©! 
пев 2 К (G, 8) 的 极 值 问题 . 
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7. 设 1>-Lw>0,-1<sp<asl,f(z)e4, 若 ofz):o(0)=0|ofzjj<1 使 


得 | 


z[D* f (z)) КЕ О О. 
DI 27 на) С“? 


则 称 函 数 ffzjs 4( 和 Qa,5). 讨 论 函数 类 4(4,0,a,b) 的 极 值 问 题 . 


8. #Ф:|{<7,@>0,0< 8 <1.3 f(z)e 4 满足 条 件 


ір ¿(Dš f (z)) ; z 
el REL sayi |> so 
则 称 (zjs A( AaB, p) FERK A(4,a, B, р) 的 性 质 


9. 设 —1<Ь<а<1, # f (z)e 4, 满足 条 件 


则 了 (z) 属 于 函数 类 S (a,b) +. 讨论 (а,Ь) 的 性 质 . 


10. #0<@,—1<Ь<а<1, 函数 g(z)=1+ Pa 在 DD 内 解析 ， 若 满足 条 件 


= 9 О a сЕ ze D. 
8(2) -z l+ 


则 称 g(zjs R(a,a,b) .讨论 函 数 类 R(Q,a,b) 的 性 质 
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第 四 章 某 些 解析 函数 类 的 拓 广 


经 典 的 共 形 映射 和 解析 单 叶 函 数理 论 已 有 相当 长 的 历史 ， 并 取得 了 丰硕 的 成 果 . 
近 二 十 年 来 ,这 一 理论 不 断 地 向 纵深 发 展 ， 例 如 Bieberbach 猜想 被 证 实 、 共 形 映射 的 
边界 性 质 取得 新 进展 . 多 叶 函 数 和 单 叶 调和 函数 便 是 解析 单 叶 函 数理 论 发 展 的 一 个 
纵向 延 拓 . 本 章 中 我 们 把 解析 单 叶 函 数 中 的 某 些 函 数 类 推广 到 多 叶 解 析 函 数 和 调和 函 


数 中 ， 并 得 到 相应 的 性 质 . 


S 4.1 有 关 了 叶 a 级 预 星象 函数 的 解析 函数 类 


在 本 节 中 定义 函数 类 人 @,( 4,w) ， 利 用 一 阶 微分 从 属 证 明 关 于 此 类 中 函数 的 包含 


估计 . 


关系 、 讨 论 积分 算 子 ， 得 到 准确 实 部 不 等 式 ， 并 对 О, (4,w) 上 的 凸 组 合 函数 作 数 量 


IA, (pe N) 表 示 单 位 圆 盘 刀 内 形 为 f (2) =? taaz?" +=. BJ WA PE ЖОЙЫ БАНЯ) 


类 .Ap 中 的 函数 S (z яд. 


zf (2) 
f(z) 


则 称 (с) AFP tr C 级 星象 函数 8 (o) 如 果 满足 条 件 


Re 


>@р 


z” . 
— == * 7()6 5, (e). 


(1—) 


ЖЖ f(z) 属 于 P 叶 UE К R, (о), R.(a)= R(a)- 


\ 


РЗА >-pjlf(z)=z" +a zt. e Ap， EHF Dr], 


реу) ауа) + (tp) (Atp+n) 


— — +p 
сд” Эу мо 8 


当 p=1 时 算 子 р^ у RUSCHEWEY 导数 . 由 (4.1.3) 式 推出 恒等式 
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(41.1) 


(4.1.2) 


(4.1.3) 


ot DMF) =(А+ р)р*” f(a)- Apt" fl) (4.1.4) 
引进 并 研究 函数 类 @ (A, y PSl. 
定义 4.1.1 如 果 函 数 F (z)e A, 满足 条 件 


р^) 、 А+ар 


Re (A>-—p0<a<1lze U) (4.1.5) 
ёру (т) А+р ( р @< ZE ) А 


[39] 


则 称 (zj 在 Cs (о). 显然 @, (polss (0),0(4,0)=0,(a) 


W 


1. Q, (4a) 55 (0) АР, (а) 2-Ї ЖЖ 


„> 


定理 4.1.1 函数 f(z)e Q, (Д.а) HERA Р” f(z)e $' (о). 
证 若 Flzeos(4o)， 利 用 恒等式 〈4.1.4)， 得 到 


(ру (z)) _ р“ f (z) 


А Ас -À> (4.1.6) 
Dr f (2) ре) Р) 


(4.1.6) 两 边 取 实 部 并 利用 (41.5) RE D” f (z)e Si (а). WEHE. 


定理 4.1.2 函数 f(z)e А, (о) S 15р (z)eQ,(2p(1-a)-1,a). 


证 W /f(z)e R.(a), MH R, (0) EXTA f (z)e R (а) M BERS 


2? * f ( = р^ (А1Л) 
apa O 


A =р(1-2@)+р-1. 
由 定理 4.1.1 WE f (z)e А, (а) ABERA D’ f (z)e 5 (а), 再 利用 恒等式 (4.14) 


9 ра f (zje Q, (2p(1-@)-1,æ). ЙЕ}. 
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2. BERR RIAT 
定理 4.1.3 Ü д> 全 Pa<l Ло (А+1,о)є Q, (4,0). 
p. | 


证 8 /(2)є0,(2+1,а), НЕ 411 р”! у (zje 5; (а). E 


(оез Hl- ар \„ =) 


— - (4.1.8) 
DE F(z) Toz) 


则 ww(z) 在 DD 内 解析 或 亚 纯 ， 且 ww(0)=1. 利用 恒等式 (4.1.4) 把 (4.1.8) 式 写成 


_„4+ер 
р” f(z) fi 2 A+p Je(2 
DPI (z) I (z) , 


上 式 两 边 取 对 数 导 数 ， 再 利用 (4.1.4) 得 到 


， Atë 
z(D* f (2)) ШЕ ат), (2) 
р(х) 1-0(2) 


ifi- 2 njeo 
-ofja p+ (1-2482 aota] 


假若 存在 me D 68 тах |о(2)|=|0(2)=1. в Јаса 引 理 产生 


(4+p) 


ó(z)= p+ 


0 (2) = к0(2,),к21. но @(zo)=e”, 从 J(z) 的 式 子 ,可 得 


À А+ар iĝ 
er 人 一 2 一 一 一 ад), 
(zo) -Pp А+р 


rieh el) 


2 2 


йй -евө,м()= (1-4) 2582 pta) 
` P 


Sa ze. А+ар А+ар 、 
注意 M (1)=0,M (-1)=8k| 二 一 p+4 4>- 二 一 二 六 所 以 MI(-H>0. 可 
(1) (-1) (osa) >- ap” (—1) 


Ж.М (t) 2015 f(z) о, (ажо) B Ai Р |2] <1, AA (4.1.8) 得 


ру (@)є 5, (多 .根据 定理 4.1.1 推出 y(z)je 9,(4,a). 证 毕 . 


,定理 4.1.4 设 0<а<1,с 3 Н> (1-20) р, (део É ap- Cae) 
| . P| 2(с+ар) , 


则 
F(z) =P [r f (ae О, (4,0). 


< 


\А+р-1 
R -Splr: EE) он ral 
cl z , 


ЕШ || < 尺 内 用 


z(DezraF(z) 1+ø(z 


— 


Z гм. _ (4.1.9) 
DTF (2) ар+р(1 Wi)’ 
定义 的 函数 (Zz) 解析 ，w(z)#0,w(0)=0. 从 情 (z) 的 定义 容易 推出 
z(F(z) =(с+р) f (z)-cF (2). 
”由 此 得 到 | 
г(р#”лЕ(«)) =(с+р)р#”1ў(д)-ср#”®Е (z), (41.10) 
M (4.1.9) ЯП (4.1.10) 式 得 f 
ру (а) _ Nto аллә 
(e+p) трт) tetel DTO) . 


(4.1.11) 式 两 边 取 对 数 导 数 ， 得 到 
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Чо) т) =ap+ pli-a) E} 2p(1-a): 
{ fe аа тнв) (4.1.12) 


我 们 只 要 证 明 |w(z)|<1. 车 不 然 ， 存 在 点 a,0<jzs|< RR, 使 得 |z|<|zo| 时 ， 


<a КЕ 
Ө) < |2(2,) = 1. Н Jaca 引 理 知 |w(z)| LATE вот 0(25) = e, 
IEA 
'. ” ` ñ ` | Ы 
ge (0,27). EA z> Ж (4.1.12) 式 两 边 实 部 并 利用 c > (1-20) р, ， 得 到 
Фр”), ap- Вр(1-о)(с+ор). сор- р(1-а) 
ГЕ) 7 р'(1-0) +(с+р)[(1-20) сј  2(с+ор)' 


与 已 知 条 件 矛 盾 .于 是 有 (419) TA DHF (a) |А p HEARS. Hi 
此 可 断定 R=1. 因 而 D*'F(z)e S; (о). FAHER 4.1Л 得 到 F(z)e Q, (4a). 证 


毕 
xY 


3、 实 部 不 等 式 
定理 4.1.5 Й0<0@<1, 4>-p,f(z)e О, (А.а), WE 


' ze U ~ (4113) 
z x. 


(1— АЕ 
其 中 0<2pB(1-Q) <1, 该 结果 为 最 佳 的 
证 定义 函数 p(z) 如 下 


| е | 
oz 二 | ‚єй (4.1.14 


z 
由 ?+f(z) 的 定义 可 知 ， p(z) 是 定义 在 单位 贺 D 上 的 解析 函数 ， 而 且 渍 
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p(0)=1, (4.1.14) 式 两 端 取 对 数 导数 ， 便 有 


pe”) |. Ф@ el 
A | рРР*'”1](х) ү р(х) | ы 


由 定理 4.1.1 TAI DH f(e)e S (e) piña a ЇР” Г) >、 而 它 等 价 于 


р^“ +р-1 f(z) 
(p (д) -144-20 үү zp” fa) _1 .这样 就 得 到 
pD f(e) Ë i-z sA pD” f(z) =0 А 
14-20) (150-24) 
э . рЁр(х) 1-2 


利用 引 理 3.2.1， 取 6()= L (ж) = +01 20): :) ,这样 就 有 


<), 0(0)= р(0)= h(0)=1, 


рВр(х) 
从 而 方程 
1+) 1+(-20) (4.1.16). 
pplz) l-z 


可 求 得 q(z)= (1 с) ”5 中 为 其 解 . 令 g(z)= (а(х) -102рві- о)", w 
zg (0) = 201-2) 0, сє 0,0 <2рві1-а) <1, 
容易 验证 zg (z) 也 是 星象 函数 ， 所 以 g(z) 是 凸 象 函 数 ， 四 象 函 数 必 单 叶 ， 故 知 d(z) 


是 方程 (4.1.16) 的 单 叶 解 ， 于 是 由 引 理 3.2.1 可 知 p(z) < g(z)， 并 且 ”gq(z) 是 最 佳 
的 .证 毕 . 
推论 4.1.1 设 0<a<1，4>-p,f(z)e О,(А,а), NE 
Бау > за: U ,0<2p6(-a)sl (4.1.17) 
该 结果 为 准确 的 . 
证 ”由 定理 4. 1.5 知 ， 需 求 函数 g(z)= (1—2) ”中 的 最 小 值 ， 因 定理 4.1.5 


给 的 是 函数 从 属 关系 ， 为 了 讨论 方便 考虑 g(z)= (а)-ро о)", (с) "ча 
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充 要 条 件 是 zg (z) 是 星象 函数 ， 而 经 过 计算 可 知 
а) ee 0,0 <2рВ(1-а)<1, 

容易 证 明 上 述 函 数 是 星象 的 ， 而 g(z) 是 凸 函数 ， 从 而 4(z) 也 是 凸 函数 . 同时 g(z) 关 

于 实 轴 对 称 ， 并 且 g(0)=1, 可 以 肯定 Reg(z) 的 最 小 值 必 在 实 轴 上 达到 . 考察 函数 

d(z) 便 知 Red(z)> 27270-90, WEHE. | 


注 在 推论 4.1.1 中 万 =1 时 ， 就 得 到 O, (ау 中 函数 的 实 部 不 等 式 . 


4、 屿 组 合 函 数 的 数量 估计 


定理 4.1.6 #0<0<1, 4А>-р,0< и<1,/(ж)є О„(А,а), © 


F(z)j=(-Ua+DD2 (а) + (A+ р)р*'” f(z) 
那么 当 ze U,|z|=r 时 ， 有 
~, 1+-20) 


zF (2) — ,20m) r 
F(z)| i-r ((-”1-[2т-1] 
ЖР т=(-и+ раш) u+ pu), 估 计 是 准确 的 . 极 值 函数 限于 


рё (а) = zr (1те) t) =1. 


(4. 1.18) 


证 B flee o, (4a) RR EE 4.1.1 TADY у(д)є sla) 所 以 当 财 =r <1 
时 ， 有 


(D#m fae) 1+0-2o)z (4.1.19) 
рр” f(z) l-z 


由 恒等式 (4.1.4) Р(х) ех, 9 


F(z)= (pr f(a)+ (D (а) (4. 1. 20) 
Re | > 124+ pau 
(-И+ри)р*”!](ш)|. 1-и+ри 
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Ф т=(1—-и+ роиш)/(1-и+ ри), 2,0 <m<1, 从 而 当 zeD 时 ， 


pr "° 


于 是 在 万 中 解析 函数 oz) ао) = Ooxzj < 使 得 


lr f F(z) _ | 


т аж pD (о) J Tae) 


@-д+р)р® 7 io) ' 


zF (z) _ р^ (а) _2(1— m) @(),, _ 
F(z) Dfa) С (1+) (от 1) аг) 


由 三 角 不 等 式 和 定理 4. 1. 1, 并 利用 schwarz 引 理 , 得 到 
1+(1—20)г 


| А 1+ оа) 
zF (z) <P Nm Үс Da) 


но) <|z|=7, 所 以 当 r <1 时 ， 从 上 式 即 得 (4.1.18). ч 


рё (а) = e (=m), || = 
时 , 等 式 成 立 , 证 毕 . | 
注 在 定理 4.1.6 中 ，P=1 时 得 到 @, (а) ч ВГУ. 


5， 系 数 与 参数 的 关系 


定理 4.1.7 设 f(z)e 0, (да) 则 


d, |< 2p(1-0), (41.21) 
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‚1 : 0 0. (4+P)am ... 0 
(A+p)a,, 1 0 …- (4+р)(4+р+а,,, :0 
1 
(Я+р)(А+р+1)а„„ (йа 1 -- (2+р)(4+р+)(4+р+)а,а ... 0 
2! 2! 
ад ЭЭЭЭ x эзе ... 
(А+р).-(А+р+к-3)а, 2. Ее (А+р):-(А+р+к-2)а, 0 
(8—2)! (63) 
(А+р)--(А+р+к-2)а, 2 (4+р)--{А+р+к-1)а, д | 
(к) l c | (6-2)! 


证 设 fleo (Да), 则 由 定理 4.1.1 RA DH (zje S (а). E 


| el O) =Q И (4. 1.22) 
DY F(z) (Р+Р(1 )p(z), 
Wl Re p(z) >0, p(0)=1, J 是 p(z)e Р. G 
(4. 1. 23) 


р(х) =l+bz+':::, 


(4.1.22) 式 消 去 分 母 ， 得 
¿(Dp (2)) = арр?” f (2)+ p(t-a) p(z) D" (z) 


EDMS (с), p (z) ОРЗ Езер, 并且 比 较 两 端 同 次 者 的 系数 ， 就 得 到 


(4+p)(4+p+1) 
4 b +b =-——— 
( +p)a,. ‚+ 1 р(1-а) а 


А+ р): (А+р+п-1) (4+ р)--- (А+ р+п-2): 
кылыс Ашыр р +(4+ р)а, „Р, +, = (n-2)!p(1-a) a ptn-1 


(4+p) = (4+p+n-2) ， 
(n—1)! 


(4+p)-(4+p+n-1) 
pb t+ (A+p)apnb +b, pea) " 


(4.1.24) 


X ЖЕЕ Р, (k =L n) AEA (4. 1. 24) 的 未 知 数 和 方程 的 个 数 相同 ， 根 据 线 


183 


性 方程 组 的 理论 ， 方 稳 组 4. 1. 24》 有 唯一 的 一 组 解 ， 且 它 的 系数 行列 式 等 于 1， 由 
克 莱 姆 规则 即 得 Е 


1 
b, =——— , (4.1.25) 
k р(1-а) к,р,А 


利用 推论 2. 1.2 可 知 |Ь„|<2, АЕН (4121) .证 毕 . 
Š 4.2 一 类 y 阶 的 K 次 对 称 了 叶 函 数 


本 节 中 引进 并 研究 用 Salagean 算 子 定 义 的 一 类 y 阶 的 K 次 对 称 P 叶 函 数 
T-(p,y) ， 得 到 系数 估计 ， 证 明 包含 关系 , 给 出 类 中 函数 的 积分 算 子 , 偏差 定理 , Ш 


， 盖 性 质 和 极 值 点 ,所 得 结论 推广 文 [40]~[44] 中 的 相关 结果 


1， 有 关 定 义 . 


H Alp) 来 表示 在 单位 贺 盘 U = 化:|d| < 和 内 的 形 为 


f(a)= z +} аг” (p.je М ={12,.}), (421), 


j=k 
的 次 对 称 P 叶 函数 的 全 体 组 成 的 类 . Aouf 在 [40] 中 研究 了 函数 类 A (p). 
RUAT (p) 表示 函数 类 A, (p) 中 具有 形式 
f(z)= z” -Ўа 28 lapy >0,p,je N ={1,2,-} . (4.2.2) 


的 函数 f (т) 的 全 体 .用 So-(p,ohCcz(p,w) 分 别 表 示 Tr(p) 中 的 w 级 星象 函数 ，@ 级 
OZARK. 
| 我 们 在 函数 类 А, (р) EEX Salagean 算 子 : 设 f(z)e A, (p), W 


D'E) = le) D'e) =f (e) р) =DD F(a) һе мо). (423) 
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Р) = ра Ура," (пе МОО), (424) 
| 2. | | 


我 们 定义 如 下 解析 函数 类 : 
定义 4.2.1 设 yY>0，n,peN,neNUI{0}, 用 5,,(p,7) 表 示 函 数 类 ; 


ди ОГ |230. 小 oz 中 


”我 们 用 Ts(p,7 表示 函数 类 


- _ -1 1{ D™ f(z) 
Talp. y)= (ее T; (р): кре. °) >0,z ev! 


显然 Talp, Y) cs, (py) Talp p-a) = 5: (po), Ta (p, p-a)= C; (p,a} (0 < < p). 
OWa ЖЕ [41] 中 研究 了 函数 类 8 (р, а) 和 CT (р, о); Salagean 在 [42] 中 
研究 了 函数 类 5, (11 一 Q)='S,(@)，Silverman # [43] PHAT S (L0) MG (Lo); 


Sezgin Akbulut 在 [44] 中 研究 了 Si(P,7) ЯТ (р.у). 


| 2. 系数 不 等 式 包含 关系 积分 算 子 


定理 4.2.1. 设 Flz)=z "+a, ЕА 


J=1 


> ' 


则 f(z)e Sk (р, у) 


ШЕ 要 使 f(z)e 5, (р, у) 只 要 证 明 
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5 р". 


ü Ет j) 


即 可 . 


[Èvo +a, ana 


|” + (р+)' аы” ") 


j=l 


12") pD" fke) _ 
nD" f (z) 


= A5 вда) 中 


< Ура, (4.2.6) f 
а ->(p +0) |а, J 
另 一 方面 
(+) +), s= Ўр уе, + (ра[о, JS 
= ki ( + ki n iy 
=u (P+R) |, ур" -> (2+0) (а, — 20002 ) 1 <1. 
N t fe- È (2+4) |е anal) 
从 而 得 到 
1 20) | , 
1+ = р}-1< 
| | D'/(G) J * ? 
由 此 f(z)e S, (р,у) 证 毕 . 
Ж 422. RAM f(z)=z? Уа, Т,.(р,у) © 
j=l 
> (p+ 且 (ra <р". (4.2.7) 


证 明 : Жї /(г)є T (р, у), Л 
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+ 276 Р _ 之 如 人 p+) аг (4.2.8) 


оту) ҮЛ — ERD. 
1 2 2y+k k z“ 
1+ A DFU) ‚|н . ур" -2( y+ (p+ j) аг 


从 而 


УТ (р+®) а йы 2% 
_ Rei <1,:є D. - (4.2.9) 


2ур" -> (2у+А)(р+0) ayz” 


由 于 [04] 中 的 实 值 函数 Ск) =2р" -F 2y+kp+k) ayx #0, B 
| — 


G(0)=2>" >0, 故 G(z)> 0.# (42.9) PR z = xe |0.1) 并 令 z 17, E (42.7) 
反之 ， 若 (427) 式 成 立 ， 则 令 |z| = 1 时 ， 我 们 有 


1 D™ f(z) J | | АМЫ J 
I+ 1 - 1-1 + —р|+1 
== ДО- рта? 
-> p+kjy аы z »" У (2y+ Hp +k Y a г" 


[re озы И И Гат И И 


j=1 j=1 

-4 m Ўра 
< = 

j zz У (p+y)'a apa 


< 0. 


j=1 


从 而 ， 由 最 大 模 原理 即 得 f(z)e T (р, у). 证 毕 


从 定理 4.2.1， 我 们 容易 得 到 
推论 4.2.1 


n 


№ 
(p+H) (r+) 


ары © 
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推论 4.2.2 了 (p ‚}) cT. (p. ү) 
定理 42.3. W f(z)e Т, (р, у), WJ 


Fl) = TFE рене T, (рл). 


其 中 


kile+ р) (4.2.10) 
(k + ус + p+k)— (c+ р) 


М = 
该 结果 为 准确 的 ， 极 值 函数 为 


f(z)=z? -L co (4.2.11) 


证 因 f(z)e Т, (р,у), н Е(с) бузе ЖЕ 


| = У ctp + 好 (4.2.12) 
F = RL —Is ñ PY Dd 
(=: c+p+kj р+у© 


у=! 


根据 定理 4.2.2， 我 们 找 最 小 的 Уу, ,使 得 


YP yh СР a к. (4.2.13) 
p=: ИР" c+p+kj ” : 


由 于 f(z)e т, (р, у), АПАЗ 


At ctp <Ytk (jkeN) 
АР" c+p+k №" 
即 
kj(c + p) 
(у+ус+р+Ю)-(с+р)' 


Ду (4.2.13) 成 立 . 取 形 如 〈4.2.10) HARI 7, , WA Р(@)є T3 (p,7) 


һе 


其 次 ， 函 数 (42011) 表明 у, 是 最 好 的 . EE. 
2. 偏差 定理 ， 极 值 点 


定理 4.2.5 E /(д)єТ (p,7), |z] = r: Л 
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n 


Р +k Wp” +k 
r? 一 үР** < Sr? tar, (4.2.14) 
DG р" 
.) 
а ү"! | (ај pr + Үр" рт, (42.15) 


(у+0) (р+к) (у+)(р+к)" 
其 中 (4214) 和 (42.15) 的 极 值 函 数 为 ， 当 过 = 于 r 时 由 (4.2.11) 给 出 . 
证 因 j(z)sTr(p, 放 根据 定理 422， 得 到 


n 


(y+k)|Xp+k) Уа, < > 7 十 好 ) (p + kj) а A ры <p” 


j=! 


n 


У ту (4.2.16) 
Уат 
利用 (4.2.16) 式 ， 我 们 有 
<Р +» а UP <? Уа Sr pp P _ rp (4.2.17) 
sr на AET 


оо | 3 оо р" n 
fl] zr” 一 > apr" >p’ "Уа 2 Р" ‚ (4.2.18) 
= . (y+k)[p+k)' 
Н (4.2.17) (4.2.18) 推出 〈4.2.14) RW. ， 
再 利用 〈4.2.16) 式 ， 进 一 步 得 到 + 
| (z) у= elk (р+)а Japy l < рт" tr (р+к) Уа, 
ј=1 


< pr кР реча, 842.19) 
(у+к)(р+к) 


(|> | -У(р+)а, | > pr -r (p+k а 


j=l 

ур" нч | 、 (42.20) 
(у+к)(р+к)" | 
由 (4.2.19) (4.2.20) Ж (4.2.15) 成 立 . 证 毕 


推论 423 设 f(z)e T. (р.у), f(z) 把 单位 圆 盘 DD 映射 到 包含 圆 盘 


> Pr2 一 


则 <1 ”的 一 个 区 域 . 
Mr ry 
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定理 4.2. 6. 设 
f, (z)= z”, f (=e P ptkj j=1,2,. 
(y+ki)(p+kj)" ( 


则 函数 f(z)e Т, (р, у) 34 ВАХ 2ч 
z) = УА ы Лы . 
ј=0 . 


其 中 Ау 20, уи р+у 一 


证 2 
/@=Ў АЛ bf) + ha ld) 
J= j=1 
则 
(= houf p+ =4,f,(z +52 p+tkj f,. (z 
-1ze+y | а P 
+2 | (7+0 +0) 
= 和 zz+》 1 ze Apy 2z 
а Аштар 
= УА ЎА 2 D ao 
t ” > и > (ужур) 
л” (у+ р+к)" 
从 而 


°° 


> Ау 
ј=1 


区 kip+kj p 
由 此 可 得 f(z)e Ti (р, у). 


| RZ, 若 图 数 flz)e Ti (p,7): 因为 
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小 


rr a аід, 


(4.2.21) 


a <a Pp (1,2,.....), 


Р+Ә s ‚үп ү 
(р +) (у+ у) 
我 们 $ 
(y+kj)(p +k) = ` 
Ау ур p=kj ? 4, =1-2 А 
Ja 
则 
a z? =z 一 A ñ р' акі 
-> р+у© > P8 ( CPT 
z” -> Apy (z — Р, ( z))= z "5А р+у© "+> p+kj Fory ( 
J= 
-(1- Ўл |а +54 p+kj f, ( =4, А зул 了 + 好 f, ( 
j= 
= УА, (z). | 
Ј=1 
证 毕 . 


843 卫 叶 近 于 凸 函 数 类 的 一 个 扩展 


本 节 讨 论 P 时 近 于 凸 函数 类 的 一 个 扩展 . 得 到 包含 关系 ,结合 算 子 理论 导出 类 中 
函数 的 积分 表达 式 , 端点 性 质 , 推出 偏差 定理 , 证 明 积分 平均 不 等 式 | ， 


1. 有 关 定 义 


定义 4.3.1 5 f(z)e A > ETTE g(z)e Si (0@),0< <1, 使 得 
Re ©) g (0 < 8 <L:e D) (4.3.1) 
pg(z) 
则 称 函 数 y(z)e 4, 属 于 P 叶 函数 类 C (e, p), 


定义 4.3.2 设 f(z)e A,， 若 存在 g(z)e K la) 68 
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> 8,(0< 8 <1,:єр) (4.3.2) 
则 称 函 数 f(z)e А, Ж Р ПК C (ap) EROA- AR BEF 
гї ЖОЖ. c (а, В), C,(a,p) 均 为 近 于 凸 函数 的 子 类 , Н 


f(z)e C; (z, B) @ [zf (z)/p] ЄС, (p) _ 
对 给 定 的 实数 о, 我 们 用 
не) Упа," fe)e А, 


EXAT HI .显然 HH"f(z)= HH (с) = f(e), H не. 


令 : у,@.в)=}/) А, ве Н). aze p} 
Z 


R, ед| 9 А, :Re 19) > Qu, ze o| 


p-1 


本 节 中 引进 如 下 两 类 新 的 P 叶 解析 函数 ; 
-k и 
定义 43.3 设 f(z)e 4， 若 存在 g(z)e V, (0,0), 9 


z(H°f(z)) 


Re 
pH°g(z) 


> В,:є р " (4.3.3) 


则 称 函 数 f(z)e д, РРНК С (с.а, 8). 


定义 434 设 f(z)e A, ， 若 存在 8(zjs R, (оа), ER 


кє") > pzeD: (4.3.4) 
i Р(Й°є(є)) | ， 
则 称 函 数 f(z)e 4, 属于 P TRAR с (0,4,8): 
从 定义 直接 推出 如 下 关系 : , . 
| /(@)є А, (о,а) = ди“) еу, (о,а), (4.3.5) 
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flz)e C (o,a, 8) © н (а) e C, (с,а, В) (4.3.6) 
р 
мо= 0, A 


С, (0,2, 8) = | є А, :3g(z)e v, (0, о), 77 кен) > 8,1 ер) 


C,(0.a,D)= f(z)e A, :3g(z)e R Oa) egr EO >p,ze | 
pg (z) 


2、 包含 关系 


引 理 434 l i A(z) Æ D 内 单 叶 西 象 的 , B(z) 在 D 内 解析 且 
Re B(z)> 0(ze D).g(z) 在 DD 内 解析 ，g(0)= h(0), B 
q(z)+ B(z)zq (z) < h(z), 
Ж] gq(z)< (д). 
引 理 4.3.2 к (с,а) су, (с.о) 


证 设 f(z)e А, (o,a), Ml ве[(н °/(©))/ pz” )> @,® Berez f p(z) Зет 
边 取 导 数 ,得 到 | 


(н° (о) _ р)+ š A) (4.3.7) 
азл) 88 1) W 3 ШШ, JEA JJ E, * & ЕШ CORTO > a, 这 等 价 于 
p 


pa+2p(a< 1202005 B gejl. н 3188 434 可 知 p(z)< 1+(0-20)= 即 
p 1—42 р l-z 
(zjey (с,а), 结论 成 立 , ШЕ. 
Е 从 定义 4.3.3 和 引 理 43.2 可 推出 关系 : С,(ос,а, В)сС,(с,а, В) 
定理 4.3.1 设 f(z)e V,(o,o), 则 上 4| <n Н f(2)e Si P n ADIE 
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(人 -2aw)jpr +2(1— а + op)r— p= 0, (4.3.8) 
的 最 小 正 根 . | - 
证 设 f(z)e R (оза), їрє f). 4 |н flez | р(х), р(х) # D 


z? 


内 解析 且 Re p(z) > e ,由 正 实 部 函数 的 性 质 : 车 p(z)e Р(о), W3 |z| =r <18 


zp (z) < 21-а)ғ 
p(z)| (-rÜi+(-2o)r] 
得 到 
ZEF) _ ве zp (z) 、 zp (z) _p-2(1-a+ap)r-(1-2a) рт" 
R pH” f (z) SIER ppe pp(zjl  p(i-r)|1+(1-2a)r | 


% д) = р-2(1-ор+ pr -(1-2a)pr*, olr) ЖЕ [0,1] ЕЗ B (о)= р >0, g) = -4-4 <0 
从 而 方程 (4.3.8) 在 (0,1) 内 有 最 小 正 根 , 即 在 |z| < 内 五 "f(z)e $;. ШЕ}Ё. 


推论 4.3.1 设 f(z)eV,(0,Q) 则 |z| < 内 f(z)e S}, EF n A o = 0 时 ,方程 (4.3.8) 


的 最 小 正 根 . 
用 相同 的 方法 得 到 


定理 4.3.2 设 f(z)e R (o,a), 4 < n A H° f(z)e Ki;, 其 中 为 方程 (4.3.8) 的 


最 小 正 根 . 
推论 4.3.2 设 f(z)e R (0а), Ш < r (о) K;, 其 中 为 0 =0 时 ,方程 4.3.8) 


的 最 小 正 根 . 
Ë 从 推论 4.3.1 和 推论 432 可 知 , 在 |z| < т С, (0,0, 8), С, (0,0, В) 


HRK, 所 以 在 D АС, (с, о, В), С, (с, о, В) Е 197. 
3、 积分 表达 式 


E g(z)e У, (с, о), ІН Р 中 函数 的 Herglots 表示 公式 容易 得 到 
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， 引 理 4.3.3 设 8(z)je 风 (ca,ao), 则 存在 和 = 长 :全 = 直上 的 左 连续 的 概率 测度 y( x), 


使 得 
каи |е, 


1— xz 


1+(1-20) х а) 


ТЕЙ 0,0, у, (сла) 9 了 上 的 概率 测度 点 六 以 上 述 关系 式 构成 一 一 对 应 . 


定理 4.3.3 函数 f(z)e C, (ce 有 当 上 且 仅 当 存 在 和 = 世 : 思 = 站 上 的 左 连续 


的 概率 测度 j(x),y(x), 使 得 


И paf 1+(-28)хғ 1+(1-20) х 
f(z)=H™ lr Ë [202009 1 一 xz o) p E l- xz 
当 G =0 时 ， 
| 1+(1-2 | 1+(1-2@)х 
ra= [|= оз р t- = 


1] а} (439) 
аң зр (4.3.10) 


对 于 固定 的 Co В.С, (оза, В) 5 ХНН Е (u V), UARRA) 


М0. ` 
证 8 f (z)e C, (с.а, В) MFE g (z)e V, (о, о), 8 


z(B° f (2)) 
Она) 26Р, 
”由 引 理 4.3.3 可 得 | 
1+(1—26) х 
H°g(z)= L. T X), 
其 中 y(x) 为 X 上 的 左 连 续 的 概率 测度 
H P 中 函数 的 Herglots 表示 公式 得 
| Хил) -| 1+(1-28) xz щі) 
рН°в(:) th 1-х И 
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(4.3.11) 


© (4.3.12) 


Joh (x) 为 X 上 的 左 连 续 的 概率 测度 . 


由 (4.3.11), (4.3.12) 两 式 推出 
(H° f (2) „ге [| 02080). Í. 1+@+2а)ж o. 
* =x . ҖЕ! 1— xz 


FH Н 算 子 的 可 逆 性 ,从 上 式 即 得 (4.3.9) 式 ,反之 亦 然 ; 当 G = 0 时 ,(4.3.9) 式 变 为 


(4.3.10) 式 . 对 于 固定 的 0,Q,, 因 {(j,7) 与 PxP 之 间 构 成 一 一 对 应 ,而 PXP 与 


C, (aa,D) 之 间 也 是 一 一 对 应 ,这 表明 定理 的 后 一 个 结论 为 真 . 证 毕 . 
4、 ”端点 性 质 及 偏差 定理 


定理 4.3.4 任意 函数 f(z)e C,(c,a,D) ， 有 端点 的 积分 表示 


f(z)=H °° u шыс з 2@ 2308 (Ө, Ф), ),(4.3.13) 
XxY 1 XZ 


HP x= e”, y=, X = 了 ={e*:0<0<27z],J(9,9) 为 二 元 左 连续 的 概率 测度 


р-1 


证 记 ea p= ELR (де сад), 求 导 运 算 的 线性 性 质 和 


HH” 算 子 的 映射 性 质 ,我 们 把 问题 转化 为 C, (0,0, В) 函数 类 的 讨论 . 
А | 


141 -Px 141-20) ж 


1-5 = 


М = { sgs(z)daHp(6.0):NA(9,g) 为 二 元 天 连续 的 概率 测度 } . 


由 假设 容易 证 明 包 含 关 系 jy cC (C, (c, а, В)). BIN: 假设 对 任 意 左 连 生 续 的 概率 测 БШ, 
有 
|... ‚(х)40.(0,ф)= | ғ, (z)dz, (9,0), (4.3.14) 


196 


HF 8g, (2) 关于 xy 有 分 离 形式 因此 


`... ， 
д.(9,ф)= ш? (ө). ul э (9)(i=12) 
可 唯一 分 解 成 两 个 独立 的 左 连续 的 概率 测度 乘积 ,这 样 (4.3.14) 式 化 成 


| ——— a 1+( 1— 1+@-28)х:, )xz иө) [1022005 шб) = 
` 1— xz | 1— yz ' 
1+(1-28)xz 1+(1—20) уг 


Шш Жж ЖЕ Ж д, (4.3.15) RIE — й, А и = 0 (ј=1,2) Bl 


J4(6.9)= 如 (9,9). 由 此 可 知 М 在 (6.g) 的 表示 下 是 唯一 的 ,根据 g,，(z) 关于 xyz 
的 连续 性 ， 得 到 | 


еам = 20-20) tx 1+@—2а)у5 y= 小 (4.3.16) 


l- xz 


又 因为 月 ,所 以 存在 g(z)e V, (с.а), Е H° g (z) 使 得 


(H° £ (2)) - 020), 2p) 200): tl- 2a) yz ulo) 
Z | yz 


[ 1+(1-28)хе 1+(1-2а) yz 
= МШБ, 
634 1-2 1- yz 


ШС, (о,о, В)сМ,М = С, (o,a. В), 再 利用 C (о,а, 8) "сутин 


关系 得 到 (4.3.13) 式 .证 毕 . 
从 定理 3 即 得 偏差 定理 : 


定理 43.5 Ж f (z)e C, (0,0,8)， 则 有 如 下 精确 估计 


и | т”“(1—(1-28)т [1-(%@—2в) da јен | рт[1+(1-28) Ча) 


ш(Ө,ф)є М 


(1+) (让 
не [r Ar д [9 0200102971, 
(+n) ass (=Y 
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极 值 函数 为 
АЕО ШЕИ 4347 
f (z) =H™ [ (1- х) 


5。 积 分 平均 不 等 式 


引进 Bearnstein E RAAE [46], 
定义 4.3.5 iW (z) 是 定义 在 环 域 全 :5 <|z|< 刀 上 的 实 值 调和 函数 ,对 任意 
re(n,n), W u(re°)e I (0,2z), Я X 


“ * (re) = Sup Í д ув, 0<0<л, 


|Е|=26 


称 为 Bearnstein 星 函 数 ,其 中 | 可 是 王 的 Lebesgue 测度 . 

定义 436 9 g(x) Ж (-z,z) 上 可 积 函数 ，g(x) 的 分 布 函数 为 
КК (>d > pma] E 0 B 8 Ж G(x) 在 (ол) 上 满足 条 
асана ао ARE E O aA AEREA 
ДЖ G (x) 5 g (x) 的 一 个 对 称 递减 重 排 函 数 . 

引 理 434 5) 对 于 g(x),h(x)el (-—z,z), тепан 

(1) 对 实 轴 上 非 减 凸 函数 pg 有 | 

[ее (е f olala) 
(2) 对 te (ә, +оо), 1 
Flet- as f [A(x)-t] a 
(3) VOe (0,7), g* (0)<n (0). 


5198 4.3.515 gh 是 [一 和 ,大 ] 上 的 实 值 可 积 函 数 , 则 


198 


(g+h) (0)<g'(0)+h'(6),2=|0,z] 
等 式 成 立 的 当 且 仅 当 8, 瑚 是 自身 的 对 称 递减 重 排 函数 . 
引 理 4.3.6 四 设 go(1 是 递增 凸 函 数 , 若 在 D 内 8 (2) 从 属于 f(z), 则 
[olele рие [ояе ре 349 
若 &(z) 在 D 上 调和 函数 


v(z)=#(@o(z)),@(z)e B, -={olzjs А |0(2)|<1,9(0)=0), 


则 

F о(ж(те®))дө < [ Ф(®д(те°)|ө, (4.3.19) 
Уге 0, В f (z) 不 为 常数 函数 时 ,(4.3.18) 式 成 立 的 充 要 条 件 是 oO(z) = eez 或 
Ф(и)=аши+Ь,а>0; %r#0 it, и(:) ЖЖ ЖОЕ ЖОН (4.3.20) ЁЛУ ЇЇ Ж 
А (2) =е й р(и)=ан+Ь,а> 0. 


定理 4.3.6 设 9(1) 是 实 轴 上 的 递增 凸 函 数 , 则 对 任意 f(z)e С, (oo В), A 


[ кыЛ етее (8:2), (43.20) 


其 中 
= r <1,F,(z,B;z2) у_[+@-э)‹][+(-2в)‹] 
(1-2) 
等 号 成 立 的 条 件 为 
f(z)= н |р" [5,00 В:а)а |. (4.3.21) 


证 车 f(z)e С, (0,0, В) M :(н°у()) = p(z): Ha (z), Ж p(z)e Р(А), 
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8(2)є у, (с.а), ®®\Н”/(©)) „у н" (z) ят 


р 

一 Не Е 1 一 

ple) -+l 28)+ H g(z) 1+( 2a)z 
l-z z” 1—2 


由 引 理 4.3.4, 引 理 4.3.5, 和 引 理 4.3.6, 得 


Ë =) -[ етө: 2 


Е (log р(:))' а "30 


ЕС 


1+(1- 20): 
l-z 


| 


1+(1-2е) 


l-z 
— i | 
(1-а) 


再 利用 引 理 4.3.6 得 А 
[ С (° rt) 
л pz” 


同 理 ,对 负 号 情形 也 成 立 .因此 (4.3.20 ) 式 成 立 . 证 毕 . 
注 当 IC=0 时 ,从 定理 4.3.2, 定 理 4.3.3, 定 理 434 可 推出 C, (0, а, 8) 的 相应 性 


1+(1-28): 


l-z 


1+(1-28) 
l-z 


<j lo 


09 


+108 


log 


ө < [í обоз]; (z, 8; г))е, 


质 ;已 =1 时 ， 从 以 上 结果 又 能 导出 Ci(a,oB) 的 性 质 和 类 似 于 文 [47] 的 性 质 ,在 此 不 


讨论 . 
$ 4.4 жж p H å- Bazilevic 函数 类 


本 节 中 我 们 定义 一 类 4- Bazilevic 函数 В, (АоАВ,С,Р,в(х)) [49150] 将 讨论 


HTX B, ,(4,æ,41,-1,C,D,z)= B,, (QC,D,z) 的 性 质 ， 得 到 函数 类 的 包含 关系 、 


， 实 部 不 等 式 、 偏 差 定理 和 系数 不 等 式 . 
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1， 有 关 定 义 及 引 理 


ЖА (р) рем) ЖЕЕ U 内 解析 函数 (у= 2” + > wz 的 全 体 


构成 的 类 . 若 f(z)e 4 (р) ЕКЕ 


zf (z) p 1+ Az 


(с) B ,(-1< В<А<1). ' (4.4.1) 
pI \< 2 


则 称 f (z)e 5% (р,А, В). 


引进 如 下 函数 类 : 
定义 4.4.1 车 存 在 g (z)e S*(p,C,DD) 满 足 条 件 


az „өшү е. (442) 


pf (2) в (z) 1+ Dz 
其 中 w> 0,48 RSD<LC#D,ze U, 则 称 f(z)e д, (р) ARRAN pit atiu 
A-— Bazilevic 函数 ， 其 全 体 记 为 B, „(А,о,д,А,В,С,Р, в()). ЖЯ. 


引 理 4.4.1 设 w>0,We К,-1< DS1,Cz D,ze U, WEZ f(2)e В, „(Ав д,С,Р,г) 


当 且 仅 当 | 
a(z) iO (4.4.3) 
其 中 sa-( “© +4(F(z 
证 令 
ay" =т(), (444) 
< 


E (444) 式 两 边 取 对 数 导数 可 得 


ra Г =т(д)+————т(), (44.5) 
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BH 


同 理 可 得 


moira” Ы)" “> 


H (44.6) 和 (4.4.7) 两 式 推出 


| 


又 因为 f(z)e В,,(А,а,д,С,Р, х), ЗЕ 


каа) [© 


由 上 式 即 得 (4. 4. 3) R. 上 述 证 明 过 程 是 可 逆 的 . 引 理 4 4. 1 ЊЕ, 


2. ABRA 


定理 4.4.1 0<21<1,020, ue R a+ip+0,-1<D<1,C +D, WRZ F(z)e 


B,,(4,0,4,C,D,z)， 则 


ачіш ' atiu . данд | 
„д o) 44 o) -Pet 网 рс a < 116 (448) 
z pz n 1+ Dz 1+0 


TECE 


p< 


MJ а(2)=1+4,2" +9," +--- ТЕШ 内 解析 . 
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由 于 f(z)e B,, (和 ,0,4,C,D,z)， 根 据 引 理 4.4.1 可 得 


2 1+ С: 
тд) 09 ере 
A 1+6: 易 知 h(z) 是 UU 内 的 解析 凸 象 函数 ， h(0)=1. 又 因为 
1+ Dz (z), 


«>0,де R,@+i #0, ЉТ ЗІЗ 3.7.1, TA 


р(а+іш) 22 q Хад 1+Cz 
Í| PCT, t * h(t)dt < 
G) | (арг 
亦 即 
° atiu ' ени деч) parip) 
(1-4) Де) +4 f (z) < plari) = h " а 16 
z pz” п 1+ 
_ р(«+їш) [кы аш) | tE | 
п 1+ ра 1+0: 
WEHE. - 


推论 4.41 #0<4<1,е>0,шє 0+ 0,891,100 
(1-2) Е Е ые 人 Өү 1+(1-28)z ср (449) 


pf (z) (pf (z) l-z 
当 且 仅 当 | 
aafo” OB < a Peti) [Кы ， k 'dr,z e U. 
z” pz” n 1— zt 


推论 4.4.2 Ë flee B,, (А,а, С.О, х), W 


а()=0- -a2 oy", ДЕ, ав вава) 


， з. 包含 关 系 


定理 4.4.2 (1) F0<A LA <10<2 <2, <1, H 
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EEC 


则 І В, , (4,0, 4,1—23,,-1, z) C Bap (А„е,и,1—2,8,—1, z); 


(2) (1) F0<4 <4 <10<3.< 8, <1, B 


kL O m 


Po J (о (0) >z" 


则 B,, (4,4,41-23,,-1,:)<В,, (4,а,4,1-28,,-1,2). ` 
证 O) ®АҖ=5,{#ЖЖАЛЙ ЛЛ. 240<7<4,<10<Д<<1], W 
f(z)e B.,(¿.,%,u,1—28,,-1,z) 那么 
Re [ 1 (z и 
(2) 


如 果 0<4 <A, <> (z) z £) н ен. 有 


(z)) И 
hy > 有 ,zeU (44.10) 
(2)) 


(a) pz" 


到 
£ 
E 
g = 
一 一 
8 |>. 
— 
Y| a 
М. 
м 
š 
š 
L 


iy ДЕ ИИ Е 1 ul ти 


ма-а LOOT a ( (©) f opa >A.zeU. 


рі 
由 此 推出 В„ь(А,,®,и,1-28,,—1„:) CB,, (4,0,4,1-2p,-1, z); 


(2) 80<5,<А4,0< 8 < 8, <1, f(z)e В,,(4,,0,4,1—28,,-1,:), ЯЛЕ XU 
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条 件 可 知 


el (1— zf (z) f (z) 7 И Ча у" 
中 el о) е” 
= Веј (1— (2 f (z) atiu (f (2)) 26у” 
| ' K. i Р) р?) | 
ау О" а], 
кч) NC | 


аду OO Coro 
oj °) | (| Е 


ИШЕН В, (Аа ш1-28,,-1)©В,„(А,о,и1-2Д,-1,с). WEH. ` 


a 


推论 443 当 Одд <1 且 


= Nh 


ЛІ B ,(A,z,u,1-28,-1,z)28 рч Bazilevic 函数 的 子 类 . 


4. 实 部 不 等 式 


定理 4.4.3 05451020, є К, +їи #0,-1< Р<1,С # D,3 f (z)e 


В, (А,а,,С,Р, х), MI 


205 


n 1+ Dzt z” рі’ 


iof к P Т] < маа)" aa" 


а+і p(æriu) _ 
< sup Re р(«+ш) І+Са р" Ф А 
гей п 1+ Dzt 


证 因为 f(z)e В,,(Д,о,ш,С,0, х), HEM 4.4.1 可 知 


(1- (=. | f (z) Г «Рат (а+іи) а1+Са =: a, 
z 


t 


рі’ п 1+ Dzt 
利用 上 式 和 从 属 的 定义 可 得 
. p(e+iz) _ a+i# ， ані 
“k. =g, " 四 А29) | 
z + Dzt 2 pz 
; | р(а+іш) _ 
upre 20820) ta, " al 
zeU n 1+ Dzt 
证 毕 


推论 444 设 0< Asl,wg>0,We К,о+1ш #0,8<1, Ж 
f (2)e B,,(4,@,4,1-28,-1,z). 
则 


. р(а+іш) «1+а@ дани а 
2+(1-2)inf pja Iz alk 


LATAE] 


р(«+їш) 1+2 қан) | 
#+(-б}шрве PE [н Ф |. 


ЖЮ 445 设 0<2<Lw>0,wue R,æ +i +0, В>1, А 


че aLa oy” 2 pzeU. 
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В +(1- Фары? - Ти 


ча ay”, 4 ro ay") 


| ; р(а+іи) 
p+ -Aing re| ЧӘ) Іна а) 
ze n 


1—27 


plain) ` 
(аи) +a г “| 


от 


定理 4.4.4 W0<41<SLe>0-1<D<C<L f(z)€ B, (2,0,0,С,р,:), MI 


ар ЖЕ а < л 1129) “(ге < 


ар р (аға, аР 


adei. (44.11) 
其 极 值 函数 满足 


109) + 429) - =22 |с. Ia. (4412) 
‚ 1+ ре" 
证 因为 (aeB „(А,в,0,С,р,)› 由 定理 4.4.1 可 知 


1— |, f (z) 7 z ZP 1+Czt Tl 
(1 af г | + 129). P at" 


所 以 利用 从 属 原理 和 DD <C 可 得 
|о-4({#®) [е Е Е ар jiton И] 
z’ pz” zeU n 1+ Dzt 


22_ ар_ 
<2р Гарк 102 ү ‘dt <22 p (на п, (4.4.13) 
n “шый 1+ Dzt п %1+рі 


同 理 可 得 


oo [Zo una] [225 ИД 
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n zeU 


> Paprat a | ү Ct Са? t. (4.4.14) 
I+D 


由 不 等 式 (4.4.13) 和 (4.4.14) WEB AY (4.4.11)， 容 易 验 证 其 极 值 函数 满 
Æ (4.4.12) 式 . 证 毕 . 
类 似 于 定理 4.4.4 的 证 明 ， 容 易 得 到 


定理 4.4.5 设 0<4<law>0-lsC<D<l f(z)e В,,(А.0,0,С,Р, х), 则 


ар а ү: й< < ш ` 


са са са | (4.4.15) 
1 一 Dr. 


其 极 值 函 数 满足 〈4.4.12) sÑ. 
. 推论 4.4.6. a 20,8 <1, f(z)e B,, (1,0,0,1-2p,-1z)， 则 有 


(1- ар (әү 
ар (10-20) 20): 1-0-28): © ae 9) < 
‚ р”, 


ар [02207 а (4.416) 
n 1—1 | 


其 极 值 函数 为 
~ p| ap pl+(1-28)tu Ye, 

ú o- pe ta а 
推论 447 设 0<1<1020,8>1, f (z) WA Ж 


ча (9 + 1009) 28), в20. 


AO J (e) ре 


则 | - 


и ар 1+ 28ге т 


(1-24): 2 
<22 020) 20) п 4 (4.4.17) 
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推论 448 设 0<4<1020,8>1, f (o RER 


(pf (z)) Р 
—2B)t 2- Ú ар. 
ар (00-20) В): t" ЕЕ JF <22 (10-21 4 220 ): Š ndt. (4.4.18) 
pz 
定理 4.4.6 (1) #0<4<1,02>0,-1<0<С<1, Ж f(z)€ В, (4,0,0,С,р,:), 
则 | | 
1 1 
-Ct xz ] Y ' 2 
ар nl Cr gr| <Re (1-4) 7 (2) + | £ (2) 
п 01-р: z’ pz"? > 
i | 
< É [Баа (4.4.19) 
п ?1+Dt 
(2) #0<4<1,020,-1<р<1,С+р,, у(2)єВ,,(4,0,0,С,Р,:), W 
t | | 
ар. ú ' 2 
| 
п %1+Dt 1? р! 
1 
|22 (Баа) (4.4.20) 
f п 1-р 
(4.4.19) Ят (4.4.20) 的 极 值 函 数 均 满足 (4.4.12) I. 证 毕 . 
| А 
”证 利用 定理 441 和 熟知 的 结果 : Ж Кес > 0, (Вер) < Кер? <|о[;. 并 
注意 到 


ае enlo- (LOLA), -1< D<C<1 
1-р z рг” ї+р 


由 定理 4.4.3 得 到 (4.4.19). 类 似 的 方法 可 以 证 明 (4.4.20). WEHE 
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5. йш 系数 不 等 式 


定理 4.4.7 设 0<4<Law>0-I<D<G<l. f(z)e B,,(4,0,0,C,D,z), 


(1) #4=0,||=ғ<1, W 


1 1 
1-С" \2 1+ Су" ye | 
[=] <|/ ВЕ er) (44.21) 


(2) 若 А> 0,|z| 二 了 之 1, Juj 


ар 
Z frr 11— Сі" ds 


| 


ар _ n 
ар аг ЕСИ" и (4.4.22) 
п 1+ Dtr” 


且 不 等 式 是 准确 的 , 极 值 函数 由 (4.4.12) 式 确定 . 


证 (D 设 2=0,j(z)jsB ,(4,0,0,С,р, ),-1<В<А<1, НЕХТА 


LOLOY s 


pf(z)\ 2° 1+ Dz 


再 根据 从 属 定义 ,存在 解析 函数 w(z) 在 U 内 满足 条 件 |w(z) s|] E 


(z) И ат ra” 
1+ Dw(z) 


во) антар Јл 
因此 
taf <2P р ( 1+Ctw( (z) a <р 1+ С |и(2 ea, 
1+ Div (z) п *1+Dt|w(z) 
<@р р (+С Td, 
1+ Dtr” 
由 此 推出 
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1 
ар P fy” ta 1— Ctr" бй у (|= ар рж" | 
1— рі" п 1+ Dtr” ` 


(3) W4>0,f(z)e B,,(4,œ,0,C,D), -1< D<C <1, AEH 4.4.1 可 知 


FOY LOV „ар р1ї+са s, 
a-a 20) + | 引 - р Puas а 
根据 从 属 关 系 有 | 
ЕӨЗ Ee ар pue g 


pz”™ 1+ Diw(z) 


< a-a 20) “ы 
. 4 рі 
- 极 值 函数 由 (4.4.12) 式 确定 . ШЕЕ. 
与 定理 4.4.7 相同 的 方法 可 以 证 明 
定理 4.4.8 设 f(z)e В,,(А0,0,С,р),-1<С<р<1 


以 上 与 (1) 相 同 的 方法 得 出 
а | — Cir" ар_ n 

ар 11— Ctr dt ар тг, 11+ Ctr 

— Ри" n I+ Ри" 


(1) 3 A=0,|z|=r<1, 0 


Г А 
P(g = + Сі" а} s|f (a)sr iea: ТТЕ Ctr” оа}. 


1+ Dtr” 


(2) 车 4>0,|z|=r<1, 则 ñ 


м“ р ар г жс” di 
n - 1+ Dtr” 


sa-a + |z) 
р . 


аар p ier y 
~ (a 1- Di" | 
极 值 函 数 由 (4.4.12) 式 确定 . 


定理 449 设 j(z)=z?+ У ate B, (4,0,0,С,р), W Е 


К=п+р 
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p|C- D| 


<— PIC-D (4.4.22) 
(nA+ p)(n+@) 


аһ 


极 值 函 数 由 (4.4.12) 式 确定 目 роу ое РІС ШЇ онц... 
f ()== KIPYESS (па) “ т 


证 Z f(z)=z" + > a,zte В, ,(2,,0,С,р), WA 


(О) (Z (2)) (0) 
а-э 090207, ru 2) - 
1.0"2+р)(п+а) ltCz 


n 
+e 
p бтр I+ Dz 


根据 引 理 4.4.2 可 得 


(4+ р)(п+а) < 
р n+p 


从 而 推出 (4.4.22) 成 立 , 且 其 极 值 函 数 为 


p|c- D| 


PB (4,0,0,С,р). 
(пд р) (па) (ба ) 


О Aez 
证 毕 . 


54.5 关于 某 类 p 叶 解 析 函 数 


本 节 中 我 们 引进 新 的 p 叶 解析 函数 子 类 B. i。(A,B,C,DD) 应 用 微分 从 属 方法 证 
明 它 的 从 属 关系 、 包 含 关系 、 偏 差 定理 和 不 等 式 性 质 中 
1、 有 关 定 义 及 引 理 


在 本 节 中 引进 p 叶 解 析 函 数 类 BB, , (А, B,C, D): 


定义 4.5.1 设 -1< B<A<1 若 函数 了 (z)e 4,, 满 足 条 件 
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Ре). 1+ А) o “ (4.5.1) 
z’ рв 7 


则 称 f(z)e У, (А, В). 
ЖХ 4.5.2 йа>0-1<р<С<1, (:)є Уу, (А,В), Д 则 称 f(z)e B,(A,B,C,D) 
F : А . 


HARARY (е H, MAE 


p 


|29) «1562 5 (452) 
1+ Dz 7 


定义 453 t a>0,A20,-15D<C<1, M f(z)e в Brala BED SANS | 


Зе(х)єу, (А,В), ÈE ` a 
_ zg (z) fk) | zf (х) fk) ”和 1+Cz 
' eO) “ОГЫ, 1+0: (4.5.3) 


其 中 震 函 数 取 主 值 ,以 下 相同 . 
| 特别 ， 令 B= D=-LA=1-2o6,C=1-280<c<10<8<41 


显然 f(z)e B, ,,(1—2o,— 11- 28,—1) = B. , „(е 8) 3 B IX 2343g(z)e V, (А, В), E% 


е 1— ¿g (2) HOMEA ORION а. | 
š f 9129) +4 ra) B,ze U. (4.5.4). 


在 定义 4.5.3 中 当 p=1A=1B=-lg(z)e S MAE В, , „(—1,С,р) 


=В,„(С,Р, (х). 
”我 们 需要 如 下 引 理 | 
引 理 4.5.1 W g(z)e V,(A.B)-1S B AŚ, |=, 有 


x East esa 
不 等 式 是 准确 的 , 极 值 函 数 为 
pl+Az 
| 8(А;В; 2) 2? вг" . (4.5.6) 
证 E gle je V, (A,B), 由 定义 4.5.1 可 知 
e(z) ,1+Az 
z?” 1+Bz 
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根据 从 属 的 定义 得 ,存在 U 内 解析 函数 w(z), 满 足 аҳ) = 0,|ofzj < 


ghz) _ 1+4awl(z) 


z’ 1+ Balz) f 
应 用 Schwarz 引 理 1.1.2 可 得 ofz)= ciz+c2z? +. Цаг) S|; А |= r < 1, 
有 


8&(z_|L+4atlzj_ _1+Aolz) _ 1+ Аг 
z” | 11+ Вафа) та)" 1+ Вг’ 
和 | 
Em a 207 p iA 
z z' J 1-Br 


从 以 上 两 式 即 得 (4.5.5) 式 .证 毕 . 


2. 主要 结果 及 其 证 明 


定理 4.5.1 设 函 数 g(z)eV, (4,8), 则 g (z) # |z] < 内 是 p 叶 星象 的 ,这 里 为 
方程 
pi pr (2 pr =o (4.5.7) 
的 最 小 正 根 . 
证 设 (дер, (дв), Ф pesii, Ар) U 内 解析 且 


I-A , 
理 3.5.1, 得 
Rep(z)> =, 81 得 
Re) R p) 5112001 
pg(z) ‘plz) © |p: plz) 


P 
] 一 1- A 1- A 
-1-A A ph- pr 
p- -B 1-8 | 19) 


让 二 下 
) 


令 Ф()=»-2{1-{2#+ т^) r-i 222], 则 (r) 在 [0.1] 上 连续 , 且 


1 
(1 


Ф(о)=»>»о,еф()=-2[1-1= |<о, Оа ТЕО Ж Е n Mik 
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[< R, = 0, 0 Bl g (z) 在 |z| < 广内 是 p 时 星象 的 . 证 毕 . 
定理 45.1 би “ 
推论 4.5.1 设 f(z)e Bis(4,8,C,D), 则 f(z) 在 lz|<n 内 f(z)e 
B a (C, D, в (т)) 其 中 为 方程 4.5.7) 中 p=1 时 的 最 小 正 根 . 
注 在 DD 内 为 B,,(C,D,g(z))c В, „(А,В,С, р). 


定理 4.5.2 设 4>0,f(z)e В„„(А,В,С, р), W | 


m I «52 (с, dh (4.5.8) 
1+ Р T 
证 令 r(9= 2 ДӨ. JIJF(z)=1+cz+c,2 + Æ D 内 解析 , 且 取 对 数 导数 可 得 
giz 
mooy 20917097. ак (а), 
| pE) pla)) ар O 
由 于 f(z)e Вл (4,B,C,DD), 所 以 
F(a)+ (| «146, (4.5.9) 
«р 1+ Dz 


显然 h(z)= =e 是 U ARRES, h(0)=1. AX 4>0,c= 22 ЕР >0, 所 以 根据 引 于 
3.7.1 可 得 


Р(х) ар. 1+ Аг T _&p р1+Афш Yr 
— | =F 一 一 4 ди. < Н). 
| | (052 Ик ap pistes, n < hle) 


证 上 毕 . 
推论 4.5.2 1>0,В,,„(А,В,С,р)сВ, „„(А,В,С,р). с В, (A,B,C,D). 


定理 4.5.3 设 1>0,-1<В<А<1-1<0<С5<1, 7 (:)є B, (A.B.C,D). 则 


ке ©) „ар lC А гер. (4.5.10) 
8(@) А 31-Du 


且 这 个 不 等 式 精确 的 ， 极 值 确 数 为 


. 1+Си 5, |а 
Ј,ла [A,B,C,D;z)= «аву P i түр" J ， (4.5.11). 


其 中 函数 8 (A, В; z) 由 (4.5.6) 式 给 出 


.证 因为 。 (zjsB is(4,B,C,D)， 根据 定理 4.5.2 可 得 


СЕД < ар fir Kiu | (4.5.12) 
g( ) 1+ Ош 
所 以 根据 从 属 的 定义 和 C > 万 得 
ке Е: кы 294 a|- 22 [min a [ea 
g(z) єр А 1+ рги 1+ Оги 


æ 


>Р pie, Cu 27 аи, :є D. 
注意 到 / (А,В,С, Р;)є В, (А,В,С, D) витая (4.5.10) 是 准确 的 . 证 毕 . 


定理 4.5.4 设 Л>0,-1<В<А<1,- ерек) Вла (А,В,С, Р). 


(1) 若 4=0, 则 当 |z[=r<1 时 有 
1 + 1 
"к\к <|/ (z) «(кете (4.5.13) 
1— Вғ /\1— Dr | 1+Вк 1+ Dr 
(2) 若 4>0, 则 当 |z|=r<1 时 有 | А 
1 A: 
А 4 ар р 经 -1 一 Cur ，j “ 
{ = 4 и pre SI/ (2) 
l | 
sr (EA 22 р, 5 1+ Сиг y а}, (4.5.14) 
1+ Вг 1+ Dur ` 


证 (1) 37 4= 0, 因 为 
f(z)e B,a(h,B,C,D), 4>0,-1<B<A<1,-1<s D<C <1, 由 (4.5.3) 式 得 到 
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©) 1+6 


8(х)) 1+Dz 


根据 从 属 的 定义 得 ,存在 D 内 解析 函数 @(z) ,满足 eX(0)= 0, ог) < |], 8 


a _ 1+С0(2) 


g(z) 1+ рог) 
应 用 Schwarz 31804 0(2) = d z + d,z° +… 和 |ozj < = r <1,# 
f(z) _|1+Co(z) 1+Clo(z) (=. 1+Cr 
g(z) |i+po(z| р Nm 5 трг’ 
和 
MIO > a|); ICr 
a(z)| lel) 1-Dr'` 
根据 引 理 4.5.1, 从 以 上 两 式 即 得 (4.5.13) 式 成 立 . 证 毕 . 
(2) 车 4>0, 根 据 定理 4.5.2 得 
19 “ «92 +, Tu 
(z) 1+ Ош ü 
由 从 属 的 定义 可 得 
(©) Cool du 
g(z) А ®1+Duø(z) | 
其 中 w(z)=diz+dyz?+… # D 内 解析 且 |e(zj<jz ВТ Ж |;|= r < 1, 有 
FO ар 1+ СиФ(2)| Z- ар 1+ Со) а <@р 1+ Aur 1+Аиғ 7 
g(z) 4 а) dus 4 ао i> ur du, Fa 
MO EN (z) >а Cur Ил дн. 
g(z)| ` 1 一 Dur 


利用 引 理 4.5.1, 机 (4.5.11) 式 确定 . Ш, 
注 : 当 B=D=-1,A=1-20,C =1-2p,0<o<10<B 时 ， 从 以 上 结果 即 得 


B, xa(0, 记 ) 的 相应 性 质 . 
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846 用 Salagoan SFEREN AARAA 


单 叶 调 和 函数 在 极 小 曲面 理论 中 有 重要 的 应 用 ， 其 研究 一 般 采 用 共 形 映射 和 解 


析 单 叶 函 数理 论 、 拟 共 形 映射 、 微 分 几何 的 理论 与 方法 . 1984 年 英国 数学 家 Clunie , 


和 Sheil-Small Ë! 1 将 解析 单 叶 函 数 的 经 典 理论 和 思想 应 用 于 调和 单 叶 映 射 ,他 们 的 一 


系列 研究 引起 人 们 对 单 叶 调 和 映射 的 浓厚 兴趣 . 近 二 十 年 来 ， 美国、 英国 、 加 拿 大 等 
国 的 数学 家 ， 如 PDuren、 G.Schober. W.Hengartner、 Abu- Muhanna 等 人 有 一 批 工 作 
相继 出 现 ， 取 得 一 些 重要 研究 成 果 . 目前 该 方向 的 研究 正在 农 开 . 从 本 节 开 始 主要 介 
绍 我 们 已 研究 的 几 类 单 叶 调和 函数 的 性 质 53 9 . 

1. 有 关 的 定义 


设 f(z)=u(z)+iv(z) 为 区 域 CC (有 限 复 平面 ) 内 的 复 调和 函数 , Жз и (с) 


和 v(z) ЖЕНИЯ. 如 果 巨 是 单 连通 区 域 ,那么 (a) 具有 形式 
f(z)=h(z)+g(z)， 其 中 h(z) 和 g(z) 均 为 E 内 的 解析 函数 . 称 h(z) 为 解析 部 分 , 
g (2) у (2) 的 共 乞 解析 部 分 . | 
S, 表示 在 DD 内 调和 单 叶 、 保 向 ， 并 满足 条 件 (0)= f; (0) -1=0 KRAK. 
设 f(z)=h(z)+g(z)e S, ， 其 中 有 (z) 和 g(z) 具 有 展开 式 
z пб) = ас, ‚2(2 )= а" (4.6.1) 
W Sa ={f(z):f(z)e Sub =0}. EA Sc Si с. 当 g(z)=0 P S, 变 为 


$ (ЕР рй}, ВВОЗ RE (z) | (z), се p. 


定义 4.6.1 Зу (2) (с) +82) Sa (0) =. BIERI 


д zh (z)— zg (2) < _ 
= (ате f (пе ))= a Es aosach D, 


218 


则 称 f (z) 为 调和 星象 函数 ， 其 全 体 记 为 5; (oj А 


定义 4.6.2 车 函数 (z)=h(z)+8(z)e Sa’ 7. (0) =b, ВА 


` 


ә{ daw ' 
э5|®эр/(°°))>&0«а<ьгє р. 

ШЖ у (с) RIS а, EWN K, (0). 
在 [54]--[58] 中 研究 了 Sy 中 的 某 些 子 类 的 性 质 .我 们 在 S, 上 定义 更 为 广泛 的 


к 


”Salagean 算 子 D}: 


D: f(z)= Dhlz)+ Dighe), ÀS 0,ne муо}. (4.6.2) 


оо 


рз) = 2+ Prk Da) а, Dig(z)= 1+ (к). 


k=2 k=1 


定义 4.6.3 设 0<w0< 厅 <1, 若 函数 (zjs S, 满足 条 件 
refa- PE Di, Дора), piela] > В. (4.6.3) 


其 中 的 Dih 和 Dig 适合 (4.6.2) R, 则 称 f(z)e SHP, (о, В)". 


车 函数 f=h+Be SHP (а, б) ，h(z) 和 g(z) 满 足 条 件 
ма) = Уа > в) УЫ (4.6.4) 


k=2 


дй f (z) SHF, (œ). TA% 0<A <А «іт SHP (а) sin (a, A), 


2。 系 数 不 等 式 
首先 证 明 类 中 函数 的 系数 不 等 式 . 


定理 4.6. 1. A20 0<0,0<38<11+а21, ERA у = л, REER 
(4.6.2)， 且 满足 条 件 i 
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(+(k-1D2072+kajla,|+b,)= 2 8, (46.5) 


М: 


х 
ul 
_ 


其 中 а=1 , MJ f(z) 是 DD 内 单 叶 调 和 的 ,， 且 f(z)e SHP (а, B). ` 
证 下 面 分 几 步 证 明 . (1》f( 引 在 DD 内 单 叶 ， 
设 z,zye D, |a|s|z|<1 ， 我 们 利用 (4.6.5) 式 ， 得 到 


|7) ) 21) |80) g(z,) 
ра (1- а -È ЫЫ) 
а) 


| ај И) 


aama $ і) енең 
ñ | k=2 

>ja -51[1-(1-8-61+6) |= | -zl20. 
BIE f(e) TE D WERN. 


(2) S (2) ининин. 
А ( д> 1- Ума" >1- Xa |>1- Dik- 2)" (1-a + кођа| 
> 8+5 (1+(k-1) 0)" 0-а + ко), |> > У (6-1) D47 (1 а+кођы 
а | 所 
> ук, 4° >]e (z). 


(3) 要 证 明 f e SBEPi(o, 丰 因为 Rew>B 当 且 仅 当 |L- +] >|1+ B8— w, BU DL 
证 明 
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1-8+(1-ш) Pinas Dig (z) 


карж) pista] - 


ъв 60 21970819) огра раа] 


20, (4.6.6). 
P : 


1-8+01-а) 21002180) 


z) +a[bintej+ Р! (z)] | 


ү ваа) OD кь) prs (z) | | 


2 
жату “ g 


-р-в+ У y(t- “a+ këja, z" 4145 (1+ (k-14 DAY (1-a + ка), z- - 
k=2 k=1 


` бок | y ч c , 
8-У(1+(к-1)А)' (1-a +kæ)a,z" -X(+ k-1)4) (1-а+ка)ь > 
а-а) В) У k- 1) )4) ( (1— Q+ ka. 18° БЫ (k- 1)4)' (er 


>2|(1- В) {ўа (к-1) А)" (1- ока) |а, | Ww (k- -147 (1-a paja) >o. 


k=2 


因此 /es SHP, (а, В) ое 2 И 
调和 函数 
со 1-8 
= ү + 
/9== (DY (L-arka) 
J 1-8 ғ 
— P yz” «+ 0,067) 
TET (1- atka) ” 
其 中 7 ИЕ | 
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人 


满足 (4.6.6) ， 所 以 (4.6.7) 确定 的 函数 属于 ,SHP,(o,D) ， 事 实 上 


+ 也,|)=1+(- 


У (+ (к-1)4)'@- 


n=l 


J y,|)=2- pE 
n=1 N 
EM 4.6.2. 9#0<4,0<0,0<8<1,4+е@>1, a =1， 若 函数 上 =A+8 А 


有 (4.6.4) 式 的 形式 . W fe SHP; (а, В) 当 且 仅 当 


YU+k-D7r0- @-а+кай|+ +p )=2 =B, (658) 
天 =1 x 


证 根据 定理 4.6.1 充分 性 显然 成 立 .下 而 要 证 明定 理 的 必要 性 . 
设 fe SHP; (а, В) 由 定义 和 (4.64) 可 知 f e SHP; (о, DEVE 


ве{ї- а}[р;щ)+ 0; (е ајрн()+ Dis] P> 8 


上 式 等 价 于 ，， 


Ta -D(atro)ald -Pirk -asraladi >A 
并 选择 实 值 的 > 使 得 当 z 91789, ФИЙ 
1-S0+(k-1)4) 0- акаа) -У@+(- 1A)" @-@+коў,|> В, 
从 上 式 即 得 (4.6.8) 式 . 证 毕 . 
з. 偏差 定 理 


定理 4.6.3， 设 
0<0,0< 8<1,4+а21,|6|<1-8, е SHP; (28) =r <1 


|) < t+ 


.6. 
ta Pl- В)", (669) 
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1 
HORIETAN "йай" ҺА), (4.6.10) 


ЕСЕ 

/@)=4-Ь- па)! -多 |- B), 
和 

= |Ы поја!" b|- B) 


证 设 fe 5НР: (о, В). 估计 函数 横 ， 并 利用 (468) 式 ， 我 们 得 到 


сајы) ну“ (н) (а) 


y 


=(1+[])г+ TET {ТҮ паа) (4+а)(1+о) (|а. |+|,|) 
<(1+|b|)"+ ТЕЙ та тй? (k-1)4)'(1-a+ko)(|a,|+|b,|) 


(н) rrr 四 -局 


和 
мса) Хен М-ы МУ” 
>(1- 6)» -二 -)4)'(1-a+ka)la| +], 
>(1-lhl)r Kma b|- 8)" 
证 毕 . 


从 定理 4.6.3 还 可 以 得 到 覆盖 性 质 ， 
Ф 461. #о<ео,0< #<1,А+е@>1,Ж# /(:)є SHP; (0, 8), W 


1223 


Ь еле) 


| м< 1+ 201+ о)+ 8- -1,1- (1+ 41 +o) 
w: @+Я)(1+) (+2j0+aw) 


4， 极 值 点 -D 


H сісоЅНр; (а, В) #75 #2 SHP; (а, В) те, 
定理 4.6.4. B f (2) є сонр; (а, 8)(0< @,0< 8 <1, А+о>т) HERH 
г)= У (uh, + т.) 2757 ава 

k=1 


_ 


Rh С эз а, | 
i 1-8 k 
h (z)= 2, А -— °, k=2,3,:::, 
@) i ©) ° (1+ KA -arka) ЕЕ 
1-8 zt 
)=:- , k =12,3, 
eb) @+(&-1)4)°@- ачка)“ 


У (д +) =1, а, 20, т, 20 
К=1 


特别 ，SHP7 (а, В) И а ТА, (z)} 和 {8 (2) 
证 先 证 充分 性 . 设 f(z 具有 (4.6.1D 式 的 形式 ,将 及 (z) 和 g, (2) КА 
i . ^ б А 、 


(4.6.11) 式 得 

_ _ o | |. 
= 之 从 на) Ў ат) z— ра“ z- 
Е 1-8 jz 


24 1+(k— -D4 ) (so+ko) 


үү, 
е 
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= (1+(Е—1)4)'((=«+Ё@) 
> 1-8 | g mee «+ка) o 
= (1+(k-1)AY(l-æ+ka) 1-8 
. Б” 1-8 Ean НИК 
=> ‚Ул =]- 4 <1 ， 


由 定理 4.6.2 可 知 f(z)e SHP; (œ, p) › М f (z je сісоЅНР; (œ, В). 


其 次 证 必要 性 . i f(z)e clcoSHP; (а, В) 


(1+ (6 – и = @+К@ jx 


k = 
л, = (DA Get ыр к=123,-- 
| 1-й | 
则 由 定理 4.6.2 可知 0< д, <1(6= 2,3,--:),0<7, S1(k =1,2,3,--),` 


=1- 2 He -2 
k=2 k=1 


Ей ш, > 0， 从 而 我 们 得 到 
f(z)= S (uh +18) 


利用 4.62 容易 证 明 Нр; (о, EDA, 因此 cleoSHP7(@, 8.) = SHEP (о, В), ЙЕН 


定理 4.6.5， 设 0<w,0<P<L4+w>1, 则 SHP (о, В) 


证 我 们 只 要 证 明 ,车 /=h +8 € SHP; (а, В) 
zh (z)— pe 、0 


ü "©: 


因为 Rew > 0 当 且 仅 当 +l > 
225 


(Ә)+&(О+#(4)-гв (z) - h(z)+8(2)- ат (0) + zg (z zg (©) 
-0 


Ў ее 


>2|z|- 


Seriale У 1] 44 
k=2 k=l 


\ ГА 


лађа | Уке 


| 


224- бкн кўбед едо Ўы) 


> 24 -(È rak ыы" J) 


> з (5-а) (1-о+ка)ја | (16-1) пазад) 


>2|4{1-(1—8)]=2|Д8>0. 证 毕 . 
定理 4.6.6. #0<,0< 8<1,4+«>1, Ë у ESHE (а, В), 则 f(z) 在 |z|<R 


内 是 凸 的 ， 其 中 


k 


VD | 
54 6=2,3,.--.1-В>|ы|. 
证 Z у(х)є SHP; (а, В) Ж т,б<г<1 {1 r'f(ra)e SHP, (e, B) › MU 


Dr (а) => (|+) (et) 
<Ñ (1+(k-1)4} -а+ка)(а|+һ)(е*“)<1-8-[һ 


由 此 推出 
кг! <1- 2 -|b| 
即 
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I V(k-1) 
1 一 b. . К 
+ < mi : Е 8-8 [2 T = 2,3,1- 2 > fbl 


结论 成 立 . 证 毕 . 


х 


5. Hadamard 卷 积 . 、 
定义 4.6.4 ( ó — neighborhood) B 、 .: .. . 
=z—Y'la,|z' Ў. (4.6.12) 
k=2 k=1 ` . t 
=: У |А, |с“ —> |В, |". (4.6.13) 
r k=2 a kl ү : 
则 称 . . 21 
I] i - 


млека: PA -Sal ома -alaa -В}<д), авла) 


为 f(z) neighborhood 领域 | 
从 (4.6.12) 我 们 得 到 ' 


r 


Уа, А+}, –в,) =) -Bl+ Уа, - А,|+|Ь, -B|) <8, (6.15) 
К=1 k=2 


定理 467. 设 0<0,0568<1,4+а>1, ё<8. 车 fe SHP; (0,B), 


t 


F(z)e N, (f), MJ 已 (z) 是 调和 星象 函数 . | 
“ | се 3 
=z-Y|A|2 -У`|в,[т*є N,(f 
利用 《4.6.8) 和 (4.6.15) 我 们 ‚ка у 


>+) а= <D kla- А+, -B +Y + 区 上 可 -b+ 
= “ k=2 . i 


< -D4)'0 ооа, |+), 8) 48 -ol+tblt 
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У (k-D)4Y(- + аа, |+) 
k=2 ) 


< ё+|Ь|+(1—- 8-|Һ|) <1 
由 此 得 到 五 (z ) 为 调和 星象 函数 . 证 毕 . 


Ж f(2),F(2)e Ss。， 且 分 别 具 有 (4.6.12) Яп (4.6.13) 式 的 形式 ， 则 函数 f(z) 


和 严 (z) 的 卷 积 定义 为 
| (f =F)a)= f(z)* Flz)=z— Уд p. [в *. (4616) 


定理 4.6.8. 设 .0<a Sa, 0S2 <p, <14+G2>1. КС )є SHP; (0,8,), Flz)e 


ГА 


' SHP; (œ, A): MU (у *Е)е НР; (о, A.) < SHP; (о, sa 
证 设 
=: Уа -Dbl € SHP; (0,8), 


F(z) (= 2- ја в, z E SHP; (о, В). 


FEMEA 7 的 系数 满足 定理 4.6.2 的 条 件 . H F e SHP; а, A) 可 知 


` ` 1 


A <1 ÑB, <1 .从 (4.6.16) ) 得 到 


= (1+(6-1)4) (1-a +ka,) | ajap EDA a tka) 


> = 1-8 ДА 
= (+(k- 1) ы) =. (I+(k—D4)'ü a +) 
LNS: UPSC 
= (1 +(k-1)4)(1— а, +ka,) @+(#—1)4)@-@, +ко,), | 
之 1-8, (а. | D2 ni b.|<1 


因为 0< a, Ša, 058 SB <1; fe SHP; la, BAHEA (f *F)e SHP; (z,, B,) 
c SHP; (z, В,). 证 毕 


228 


+ 
|` ч р 


SAT FRASEN | 


KAPIRE т АЕ О ААРА А 
ob ARRE .., 


设 f(z)eSy, 我 们 定义 算 了 DYs a a O A очу 


D; f(z)= f(z} p,f()=(1-4)/(z)+ Af (с г), р") = р.р (0) (A >0) 


б ТУ =. a 1 Letta А ж. Y 
c = Ple =. ——— — — - - 
Р” f(z)= Оа) (+1) Dž ele) (4.7.1) 
.其 中 ü . ` ` x 一 n t {Р ї 14 < c“ Í 
Drn( д=:+Ў]їҗ (k-i 4 а з-ў (k=) Yi at, „В\<1. (472) 
к=2 ' 


щ À = 1 Salagean 算 子 D”; 当 f(z) 为 单位 圆 盘 DD 内 解析 函数 式 DIMEX 
EM.AL-Oboudi 在 [60] 中 引进 的 算 了 рд. 


ехалі ане Nine Mm ns ho KOen Op el ;ZED,.f = ве был [ 


h(z) 和 g(z ) 具 有 形式 (461). yas (Ойт 


чу зде с үө чнч со 
L a Re PAREAN, g .. . . (4713) 
. а АР) +), < .., 
其 中 plf(z) 由 (4.7.1) 式 定义 ， 则 称 f(z Je PS, (m, mum p): 
N ‚оса ‚КУ босу 
定义 4.7.2 i f, =h+g, є PS, (mn;h, u,n, В ), нє) ) M g, (2) RAIER 
ПИ Ки 11 ' 


~ 


k=2 Àire 


Ща) == zt -1)4 ы, | „(= УУ Уре. (4.7.4) 


L 
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.和 注 ABO PS maun A) ER ENNA: [54]- райт. 


ймы” 


1， 系 数 不 等 式 
我 们 首先 得 到 函数 属于 PS, (т, п; А, и.т], DB) 的 一 个 充分 条 件 . 


定理 4.7.1 W f =h+ge S, а уж (2) 具有 (4.6.D 式 的 形式 ， 且 满足 


M: 


 — + 
1-8 ` , 


етимен з, лз) 


其 中 a =1, тє N,ne М,т>п,0< А,0< и,0< 8 <1;M (¿tE D 内 保 向 、 调 和 


=“ 
f 


йш, В fe PS, (mnn B) 
证 iZ z Z 2,, HHJ 
| ш | 
ACETA) Укы 
TAR >l- 
(2 -Z )+ 一 22 3) 1-5 k|a,| 
. k=2 


f(z )- F(z) 
h(z 中 一 h(z,) 


#(а)—8(&) 


а) Ala) 


| 2 h 
>i -ET 
1- EREE динн, 

` ЭЕ БА | 


因此 ，f(z) 在 DD 内 单 叶 . 又 因为 
OP 
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> 0)" A и >а) 


M f (z) ED RRE W. 
ВИТАЯ ТО Я. Rew> 厅 当 上 且 仅 当 | 一 B+ 咱 >jt+ 8 一 由 要 证 明 
fe PS, (m,n; Àj, n, В). FA ER uE BH | 
((-4)р,(р;у(#ў+р,(р:(Ә]-|@+ р, (0;7(9)-р,(р77(9]>0. @7® 
即 可 . 利用 (4.7.1) 式 , 我们 有 


|1-,8)р,(р; F(a)+ D, (Pr f(a)- -(+}р DPC )-р, огл ) 


До лее ўрон hl 


| Таман) а О -ria haz- 


ež -л+ыйї+(є-Їй” -@#й-и+шйї+(к-1й wh- 


\ 


лечено ачина илона | 


кА 


> п-п)" дија (ÑD la] - 


АШ -2 +ЄСу”"@й—л+\ї+(Е—Л)" 


2 “(1-7+K7)(+ 人 (大 一 Ау (1+ 8)(1—и+Ед)(1+(Е—1)А) 


kal 


k | 


(1-88 о n+kn (121) 2)" 81 иш je- jal 


әз 1-л+(ї+(Е-) A)" 801 (6) A |А, т=п е 


з-й 210- пча) (к) д -pti Ntt- УД Jale- - 
| 2] тна) (kD) -Bp id (-) but. „эй 


_ =(1—+ 11+ (К—1)4)" -80 -u+ kil + (k -1)A)" у ы 
2 мо бта иаа, ald" - 
олур t o olo oa A 
5 Ооа E er eI. ка 
к б. ИКУ 1- б. © м, bild Г. 


人 ea А 


+ =2 а. А 
А ` АА 


ўл) + (k -1)4)” 26 i ит (k—1)2)' b, | | 
k=l . f: . 的 ое! м 


由 (4.7.5) 可 知 ,上 式 右 端的 表达 式 为 非 负 ,根据 (4.7.6) 式 即 得 fe PS, (ттд, n,n, В). 
考虑 调和 函数 


t" бм. 


: Е ` l N y “ з зу 一 ' 
. °° Е 2 1-8 a Ç ` 
f(z =@+ т А п k? + 
| pr -B(1—u+ka)(1+(k—1) 2) 


И НЕНЬ О | (477) 
气 (1- Jr i -(-1)™ Kaka (04 


А! і i 
ч бо 


其 中 тєМ,пеМ„т>п, Ўн >й WIT 使 得 (4.7.6) 式 的 等 式 成 


37 . 事实 上 ` ' з, о. Е Е tr sata: 


T | 
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| ыам Эзе 


由 此 推出 (zje PS, (т,п;А,и,п, В). 证 毕 
定理 4.7.2. KRA f, =h+8,e Sye h(z) 和 g(z) 具 有 (4.7.4) 式 的 形式 . MU 


f, € PS; (т,п;А, дт] В) SEARS 


У (0-а) (6-0) (1-м (0-0). 


((0-лч- ат) (1-61) 4)" -9 В(1-а+ки)(1+(к-1) А) | 20-8. (4.7.8) 
证 BLS PS; (т,п; А, u,n, В) с PS, (m,n;A, и.т], В). | 所 以 有 定理 4.7.1 可 知 充 分 


性 成 立 .下 面 只 证 明 必要 性 即 可 . | 
由 于 /具有 (4.7.4) 式 的 形式 , Зита ERe[D, (Dreo re> 


得 到 


5 | 


k2 ` 


у" У\- 一 + 全 一 人 ppt eI | jz- 


k=l 
У-и) -1) 四 4-1) "ынд (140-1) "52 ра (479) 
k=2 
在 实 轴 上 取 ze D，0<z=r<1, 当 r 一 1 时 ，(4.7.9) 式 变 为 


0-8 Ўпка -Ar 


50-та (60) "php kui) + (k ау), | I 


` 
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И, (1-1) а) J yia (HE- –1) а] (4.7.10) 


k=2 


因为 fe PS; (т,п;А, и.п, 8) ， 所 以 从 上 式 即 得 (47.8) R. EE. 
2， 极 值 点 偏差 定理 


定理 473. 设 f,=h+Be S, B h(z) 和 8g(z 具 有 (47.4) 式 的 形式 ， 则 


fe PS; (mn; A, n, В) 当 且 仅 当 
f(z)= (xn (z) yigm (2)) 471) 
п) = (0) =2- | — 1-й —,k=23,... 


@—7+юї+(Е—1)4)" = Д1—и+ки\1+(Е—1)л) 


о — Е 123... 
ЕТЕ нг тет тата 


1 оо 


х=1-У (x +) 1,520, ур>0. 


k=2 
PS; (m.n; 1, n, В) BRIAR {h} же, }. 
证 设 f(z) 满足 (4.7.11) ， 我 们 有 
Р) = УА (+, (2))= У +y,)z 
k=l ， k= _ 


oo N 1 一 
В _ x z 


Олы (к= -#@-и+ш)(1+(®-1)А) 
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с 1-8 z“. 
ч) Sa ey ñ 
由 此 推出 | | 
ton r kni DA Ваа + + DA) 
> Е 


___ S _ ____, | 
TAR 人 


= (I—n+kn1+ (k —1)й)" -CD pa- pr i+ EI, 


1-8 3 
кз 1A)" -(-1)"™ Д(1— u + ш) + (k — Dy 


(x, +y,) =1-х <1. 
k= 


即 f. e PS;¿(m,n;A,u,n, B). 


相反 ,车 f. (zje clcoPS;(m,n; A, u,n, В), 则 


. d- A 


ДЕ 
й—л+кї+(Е-1)А4)" —(—1)"" 81-и+ди\ї+(&—1)4) 


4. 


И 
1- K 


X, = 


(1-7+ky(l+(k- улу" - 1+ kul + (k -1)4 рк 123... 


У = А 


由 定理 4.7.2. 可 知 0< x <1(k=2,3..J,0< y, S1(k=1,2,-..). 我 们 定义 
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x; =1-> x, -> y, 
k=2 k=1 
显然 二 > 0， 从 而 得 到 


(xhi (z)+ у, (z)) 


lI 
mM: 


falz) 
定理 4.7.4 设 f, є Р, (m,n A, u, В) |= т <16; Д 


1-8 1-(-1)"" 8 2 
Ata аа Ana) 
和 
1-8 1-(—1)”"8 12 
асрга ад) 
其 极 值 函数 分 别 为 
1-8 Cp lk 
Н (mm r 


тыи s |: 
їтїк” Сїй Tasa" AA 


EA 


WE É f, e PS; (m,n, A, u,n, В). 估计 函数 请 的 模 ， 


falz)=z-lz- 


得 到 


MOE +0)” s(+p)r+ > lalt 


_ 1-8 _ = (1+701+2)" – 1+4) +4) 2 
= (+h) ааа + Ад, ШАШ 
< (1+) + 1-8) 


1+4)" В+ л) (1+ u) 
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1-8 


k=2 


1 
|а |+ 


+ 1-2 
pr 


1+7й+ 4)” -p+ +u) 


=(+b)r+ 1-2 


0148), 1-8 (1+2)(1+4) 
(152) (1+4)"- (1+4) (1+4) 


20144)" 


(HH -AH (1+ 


(HH 二 -WGH 


1-8 


CB, | 
1-8 '' 


1-C1”A 


ТЛ Е: -бї+д) (+n+4-A0+2) 


1-8 


| 


a Аы 


(152) (1+4) –8(1+4) (1+) 


-= 由) 一 == 


证 毕 . 
推论 4.7.1 i f. є Р5„(т,п;А, и.т], В). 则 


É м< (+ A1+4Y(0+0)-1+8 (1+7(0+2 


++ – 1+2) (1+2) (1+71+4)" – 81+)" нл 


c faU). 
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-人 


ту ата) 


– 1+4) (1+ ш)--1+( 


y 


i (Й>@-Һ)т-} (+) 2 (1) "= lal 


уй дий арр 


1-82 s 
ДЄ 


аы) 


3， 卷 积 性 质 、 凸 组 合 


设 记 (zh), 玉 (zs s, ， 且 具有 形式 
ае 
= :- Уј +(- рэ Та 
则 两 个 函数 falz) MF, (х) 的 卷 积 定义 为 、 ， 
, (7 "Рау = Sel |" +(- у" УЕ, (4.7.12) 
我 们 讨 бае PS, s(m.n; A, u,n, В) 中 函数 的 卷 积 性 质 . 


~ 


定理 4.7.5. 设 оси 0s B< B <1 ‚Жо. 
У, е Р5в(т,п;А, 43:0, PB,), En € PS, (m; А, щт, В.). 
则 fa * Fp E€ PS3 (m,n À, 43:0, Ba) с PS; (т,п;А, дут], B} 
证 设 f 
f, = с-а + (~ у“ УЕ є PS; (m,n; А, 43:n, Ba) > 


F (z)=z -> с +( Жуз Ур, |“ є PS; (m,n А, д\ 7]. В.) 
则 现在 需要 证 明 卷 积 函 数 fo Е, 的 系数 满足 定理 472 的 条 件 . 由 
F, e PS; (m,n, A, 4,0, B ) 51А, |<1,|8,| < 1. ATH f, * F, BEREN, 得 到 


у“ -7 +kn)\(1+(k-1)A kina ea 


E Dn. 


> 
(П 
= 
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зангаа za +h ta ү. 


Atk + -DA -B+ и, N+- DA). 
° > | 1 一 В, 


EA 


> Z И |<1. 


O< Sith, 0< B, 58, <1, f, є PS; (m.n; A, 4,1,2} 所 以 ， 


f, * F, є PS, (m, nA, 4,0, Ba) S PS; (т, п; А, ду], В). 
ШЕЕ, 


EM 4.7.6. 函数 类 PSL(m.n; 4, n, В) Этна FERR- 


证 у, e PS;(mm An 8). j=12 REER 


且 满 足 条 件 〈4.7.8) 式 . BP 


a+ 


1-8 ` `“ 


k=l 


2 


对 于 》 =1051 1 f, агент 


j=l 


ван реу ра) 


则 由 (4.7.13) 式 和 定理 4.7.2 得 到 ， 
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> I++ (kD = Важ ku (1+ (Da) Fr L+ _ '. 
1-8 ` Í 2110 


k=1 


@-л+ыў(ї+(&-1)4)" Bp , |67 D 
l-8 .. ИЕ 


即 Y +, (z)e PS (т,п; А, un, В) WEHE. т 


k=1 


定理 4.7.7 W f. e PS; (m.n; А, шт, В) › JI У, 在 |d<R 内 为 是 函数 ， 其 中 < 


We | 
| (1-|Ь/)(1- 8) | 
К = е n ,天 二 2,3……. 
“кузе = 


证 W f, € PS;,(m.n; A, u,n, В), r,0<r<1, 则 


r7 f,(rz)e PS; (тп, д, В), 
且 得 到 


rs 
— Ў [|+ 


(слу єчї? Атаева 
1-8 | 


让 n+km)(t+(k-1)4)" -Bp (t(D) 
由 此 可 得 
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如 


所 以 结论 成 立 . 证 毕 . 
定理 4.7.8 设 c>-1, f, € PS; (m,n: A, u,n, 8), 定义 


Е(&)= 1(/„)='1(%)+(—1)"Г(в„)› _ (4.7.14) 
其 中 | 
I(h)= ctl bla I(g, )= ctl f t g(t)dt. (4.7.15) 
Z Z f 
MJ F(z)e PS} (т,п; А, u,n, В). | 


证 W c>-1,f, є PS3 (mm Apn В), (с) Е 4.7.14), 我们 得 到 


1 k 1" ч 
т la,|z* + wè 


2" (4.7.16) 


е()=107,)= >£ 
并 应 用 定理 4.7.2, ЁШ 


$| (ипо) е0) -#й-д+ад)(+(к-1)лу') = |+ 


(@-л+ат)(@+(Е-1)4)”-(-1)”” и) (1+ (1) А) ) 2 


со 


SI 


k=1 


(EE - (81) 8@- и + и) + (k -147 )ə,||< 2(0- 2) 
因此 由 定理 4.7.2 可 知 F(z)e PS; (m,n; А, и,1, В). 证 毕 | 
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84.8 用 算 子 定义 的 缺 系数 的 单 叶 调和 函数 类 


丁 中 引进 新 的 单 叶 调 和 函 疾 类， 并 讨论 它 的 性 质 鸭 ， | 
设 Sp 表示 在 万 内 满足 条件 f(0) (0) овони f =h+ z Ф 
体 ， 其 中 函数 h(z) 和 g(z) 具 有 形式 | 
КОРР + Bas, ЕТУИ (4.8.1) 


我 们 在 S ЕЗИ РР: 设 /()є S, ， 则 定义 


D. fG)= ХӘ) p. f(z)=0-2/()+Af (ру Л) = р, (pz F(z) (120) 


7 prf(z)= D"h(z)+(-1)” D” gl) (4.8.2) 
же | | 


D} Mz)= z+ Y +(k—14'a,2, Dr,g(z)=bz+ Уут)", (4.8.3) 


k=j+l k=j+1 


当 Dr 中 ,分 别 4 = ј = 13 j= 1 时 ,就 得 到 [62], [63] 中 引进 的 算 子 


a 


ERASI! 设 me N,ne N,m>n, je М,0<А,0<д,0< 8<1 ,# f (z)e Su Ñ 
足 条 件 


el Drif) ls . (4.8.4) 
D, (Dif) | 


Жр Dr ,f(z) 和 DD f(a) 具有 (4.8.2) 式 形式 ， 则 称 f(z)e РТ„(т,п;А,д, 8). 


用 РТ; (тп, ј;А,и, В) 78 f =h+g, < РТ, (т.п, ];А,д, В) 


成 的 类 ， 其 中 万 , gn 具有 形式 
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d=- 3 e= ekes ните | (4.8.5) 


‚ К=ў+1 
注 函数 类 PT; (m, ñ, j; 4, 4, BIEDT [531 - [58] 的 函数 类 . 
1. 系数 不 等 式 , 
с 首先 给 出 函数 f(z)e РТ, (тп. 33А, ВУ АЛА, 


定理 4.8.1 R у=л+ Е, е5, ，h(z) 和 g(z) 具 有 形式 (4.8.1)， 若 满足 条 件 


la,|+ 


= (1+(к—1)4)” -p(1-u+ku)(1+(k-1) Ay 
> 1- -8 | 


чч Aawe 
1-2. 


t 


|р <1— "С а (48.6) 


其 中 a =l, тє №,пє Nim > mk je Nk J402 A0 HOSA <1: M f(a) 
> i + , 一 \ a'e 5 ` 
在 DD 内 保 向 、 单 叶 调 和 函数 ， 且 е РТ„(т,п;А, и, В), 
证 设 2 z, N . 、 ч 


)+ al-z) КОРД Уы 


HAREA £1— атаја а > 1 
h(z)-—h(z,) h(a)-h(z (a-z)+ a [4 -2) 1— БУТ] 
(Bk) CD)™ 8(1-и+ш)(1+(®-—1) -1)4)' 
ыы Рас ИННО 
| " $ EEA — lA lal. 


жу DD 内 保 向 、 单 叶 的 . f XE f D 内 的 调和 函数 ， 这 是 因为 ' 


А 2г1- Ўлан > ýH 1)А)" – t- s 1DAY la| 
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>1 EE ЎЫ луу – 8-1)" -K++ (k -1)4 [le д. 


1-8 
利用 熟知 的 结论 :Rew>B 当 且 仅 当 |-B+ 可 >h+B- 直 我 们 要 证 明 
fe РТ, (т,п;,А,и, B) 只 需 证 明 不 等 式 
(@-)р„,(р; ‚/())+ Dz, (&)—|(ї+ 8)р,„ (Dr, f(z)- Ds (z]> 0.(4.8.7) 
即 可 . | 
”利用 D f(z) жр" f (z) ОЕ, 4321 


(1— 8)р„ (p; ‚/(&))+ Dr ,f(z )- (1+ 8)р, (p: f (z ))- рт f (z) 


- ПОНИ i 


-y УЙ -u+ ku\i+ (6–1)2)" (1- B+ (0А, 


k=j+i 


Э у -(+8)1- AD bz: - 


0-04) Fyn) -uti (Da G+ Bb 


k=j+1 


>2(-8J4- Уй -a) - pq- u+ kut (k-14 lalf - 


j+l 


(+ 8+(—1) r olz- Èa- -u+ kui +(k- DAY (0) (+(e 


hl 


[CB el 1-07" -a-a —#+ku)(1+(k—1) 2)" 
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21-84-2016 =)" 80-а) Т - 


+ Bald-25 (+e) A TH ЈАН. т-та 


д-на =)47-81-и+(-к-) ajalt- - 
А25 4-07-06) ЫН. molt 


-20- 7" 5 (le) -BA pti) (k =A)" 


UA) Jal- 
k=j+1 1-2 


СР fpl- wass sani | 


te 


02 
k=j+1 1 1-8 | а ,+ 二 —— h] 


1- F 


由 (4.8.6) 可 知 ， 这 个 不 等 式 的 右 端 为 非 负 的 , 因此 fe РТ, (m,n, u, В). ЙЕР 
考虑 单 叶 调 和 函数 


t 


Sose rr +2 Ta” g+ 
3 120 | YZ, (488) 
+ DAC” ET Е) ус, 0288 


. оо I ' °> ` 7 
其 中 тє N,ne N,,m>n, > |х,| +|ж|+ > |y] 1, 使 得 不 等 式 (4.8.6) 等 号 成 立 的 “ 
k=j+1 k=j+l 


函数 为 〈4.8.8) .事实 上 
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- _ yay яй ra 
«(66 1)2) ЕК –1)4 la hE та 


к= јн 


1-8 


因此 f(z)e PT, (т,п;А,и, В). ЕФ. 


Laymi 


[t-r еар 1+ ыны, al- 2, 


定理 482. 设 f =h+g;,e S, h Ж] g, 具有 形式 (485). MJ 


f, є PT;(m,n, j; 1, u, В) 33 ERK 


У(@+@- -1)4) -8(1- -и+ки)(1+(6-1) 2) а |+ 


(@+(-1)04)7—(-)”" #-д+ы)(1+(®-1)л)') Ы = 
аа), je (4.8.9) 
证 因为 PTa (m.n, ј;4,и, В) PT, (т.т, jA, и, В), 由 定理 4.8.1 可 知 充分 性 


显然 成 立 . 下 面 只 需 证 明 必 要 性 .利用 (4853 ) 和 条 件 
ве(р”,7 (2) (р, (p: f > 8, 我 们 有 


СКЕ — u+ ш + (6 1) AY iz: + 


Су SD CBr ry hz 1 Je- 


k=j+l 


р -) а)" 1и) ўна) ңе ра 


k=j+1 


(4.8.10) 


沿 着 实 轴 取 点 ze D, 0 < z =r <1, 并 上 式 中 令 r — T RER 
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天 = /1 


| - В)- yx +(Е—1)4)” —- p(l- u + и) + (0) hpr = 


0-6-0" Abl- È+- 04)" -(-1 уа) 


k=j+1 


ана) ан)" и ра 


k=j+ 


(4.8.11) 
HER f, e РТ; (m,n, ј;А, и, В) .证 毕 
2. REA, MEEA 
定理 4.8.3. 函数 f. є РТ-(т,п, ј;А,и, 3) 5 BERS 
„Ә=Ў (к (+в) _ (4.8.12) 
k=j 
其 中 
_ _ o 1-8 k раја] i+... 
ET > 
m-l j- —k 
g, (2)=bz,g, (2)=z+-) Ё z 


X, = X, Y; = у x =1- Y x, = Sy =L x >0, y 20,k= J+1, j +2,-: 


k=j+l k=j 
函数 类 PT; (m,n,j; 乞 46) 的 极 值 点 为 {及 } ale] (k=j j+) 


证 设 函 数 f REÆA(.S8.12), K hI g, REFR (4.8.5) 代入 到 (4.8.12) 
中 ， 得 到 | 
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。 ЕЗ 1-8 
a= а б д дра 


. | О 
m 1-/ s L {лү < ` - 1-8 ~ z 
Н) рро) t= Cia iskay 2 


аат яанаа у 1-8 
所 4 (ra Br 07 


ПА Г-ине yyy 1-8 | 
р> = Ary "J 


= = Ух, ФР 三 1 一 x, S1. 


k=j+1 - 
Ў у, ЄРТ, (т.п, ј;А,и, Д). 


88, i f, (z)e clcoPT; (m,n, j ;À, z, В), 则 
аА 
‚ @+(Ж#-1)4)"—8(—-и+ш)(1 +(k-1)2) 


Д туната 
Q-A Cy" Br ay 


ES ee 
1-8 . f 


BEA y lE Асла Г, ү, jaz, 


由 定理 4.8.2. TAOS x <1, 0S y SLEX р. 


x, =1- S x, > 


К=]+1 


У; = 
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显然 x >0. 从而， 得 到 ， 
t- 


oo 


a= У (о), (z). — - 


} =] ОУ КАА i 
故 必要 性 成 立 . 证 毕 . А 
EH 48.4. 设 Ín e РТ; an: дад) РТР m | 


ETIS ere 


(о ЛА)" (0+4) -A+ ju) (1+ 70)" -A+ ји 
和 Da 2 . 
A а FPF ЖЕЛ 
其 极 值 函数 分 别 为 
i pp phm 
д Er AN 02077-2 М | 
和 、 | 
(ва) 
/ep malem 8 Sta 
xe (1-0-0) a 


证 设 fe РТ; (ти; ј:;А,д,В). 估计 函数 f. 的 模 ， 我 们 得 到 ， 


ОО ҮТҮ Л 


_ 1-8 ТИ: са (I+ ju) м 

ТУГ Тэта p h) 

КТ a ЛИШ; (ea -Apr a, 
(1+ 4)" – 81+ JA + 1-8 


-DW -0 A- LO 人- 1)4 "ы т 
ЖЕШ; 
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cp 2н)" 


ШД = ва j (+ jn) 
-人 rr* я нига Шао 
(1+ F (1+ jay – В+ ји) (+j2” -B+ ји) 


Р) > t-al- а +)" 20-а) а ыу 


- _ 1-8 = (15 12)" -A+ ЈА)" (L+ ju) м 
-Blr (1+ j4)" -A0 jA j) i-p . (һу 
> 1-8) e ( (06-1) А)" 1-и) (106—0) 
Кашат -P+ jA +/д) УЕ 1-8 а 


(HU 人 -CD д Art 人 Р 


ОО ШШШ; (1-07 |ы 
2 (1-0) pir = hi) 


=(1 – 16|) ee ao a ee 
(1+ T (1+ jA)" -p(+ju) (1+ jAy В(1+ ји) 


从 定理 4.8.4 9309 ЖЕЛЕ: . 
推论 4.8.1 ik f, є РТ; (т, п, j; um p) W. 


wh< (1+54)" -81+ j4)" (13) -1+8 (наа (д 1)" ñ | 
(ї1+)4)"-Д(1+}4) (1+ Ш) (1+ )4)"—/(1+)4)` (1+ ju) 


єй). 
3， 卷 积 性 质 凸 组 合 
设 调和 函数 f, Fp E Sy;， 且 具有 形式 


二 了 一 Y'la, |z“ + ( 1)" biz + (1y A ?9 
К=]+1 大 = /1 
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=! 


Е„()= z- Уа + CB lt" Ув" 
则 两 个 函数 f (с) F. (с) 的 卷 积 定义 为 
(fa*F,)(z)= + у" plalz+(- у È alz. (48.13) 


r 


定理 4.8.5. 设 О<,<д,,0<8,<3,<1 Ж 
fa є РТ; (m,n,j;h, H, Pa), Fpa є PT; (m,n, ј;А,щ,В,). 
则 f, * F, € PT; (m,n, j ; À, Ha, Ba) E PT; (m,n, j ;À, 4h В.) 
证 设 | | 


z)= z— Уј +10 blz +(—1)"" Уг є PT; (m,n, };А„И„,8,) ， 


k=j+l k=j+1 


=1- УПА, |“ +- ”lal 1" УВ, г є PT; (хл, jin B) 


k=j+1 К=]+1 

现在 需要 证 明 卷 积 函 数  *Е„ 的 系数 满足 定理 2 的 条 件 . 由 于 

F, e PT; (m,n,j ;1, 1. B.) ， 由 定理 4.8.2 可 知 |4.|<1|B,|<1. 根 据 卷 积 的 定义 ,我 
们 有 

g (k-1)4) -2 (1-4 + к) (1+(6-1) 4)" 


=й alalle] 
= (1+(&—1)4) —(—1) д, кд ) (1+(k-1) 
k! +( ) ) ( ) а H + д)( +( 4). А FA 


A 
Bh 


У (1 + (k _ 1)4)” т (- П)" В, (1- = Д + кщ; 1 + (k — 1)4 


b 
k=j+1 ' I 1— В, А el 
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get ПА)" -м- ана | 


> (I+(k—-1)4)” —(—1)"" 8,01 - L, + ku (1+ (k — 1)4 УЬ, |<1. 
k=j+1 1- B, 


因为 OS Su,0<AB sA,<1, }„єРТ;(т,п,];А„д„.8,) 因此 由 定理 
4.8.2 WJ lI f, * F, є PT; (m,n, j; 4,,B,)< PTa (m,n, j ; A, 4, B HEH. 
定理 4.8.6. 设 函数 类 PT; (m, n, j; ¿Beni F Rs. 


证 设 i=1,2,…， fn, є PT; (m,n, j ;À, 4, B), f, 具有 形式 


== Уа + |86620) Yb, |е 
к= /1 К=]+1 


且 满 足 (4.8.9) 式 , 即 | 
1-8 


(1+(k-1)4)" -(-1)"™" 8(1-и+ки)(1+(Е—1)3)` 
1-8 | 


k=j+1 


(4.814) 


对 于 》 t=1,0<t <l, fy 的 是 组 合 可 以 表示 为 


i=1 


Ўл 0- ЕРЕ jeen ape [Уак 
利用 (4.8.14) 得 到 . . 
y say -(1-u+kyu)(1+(k-1)4)" Ў! la, |+ 


1 1- -2 a 
чач СГ" Eee 相当 = Т | 
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Ор (1 (к –1)4)" – p0- u+ киа + (k -1)4)' 


=) 1-8 " " 
w ` 
= -p UU] = =l- E Eh 


`A 
根据 定理 4.8.2 推出 > rf, (;)е PT; (т,п, j А,В) .证 毕 
4 пр 积分 算 子 


定理 4.8.7. 设 f, ЄРТ (тп, ј;А, и, В) у, #|z|< Кл, Ж 


中 
yey 
R=min C-t- k=jtLjt2 
К1-8-(1-(-1)”” B)al Digi 
| Е i f. Є РТ; (m,n, j sA u, B) 1 0<r<1， 则 ~ 
гу, (re)e РТ; (т,п,};А„и, В), 
从 而 有 | | 
еа) У klala) 
= | (106—1) 2)" –8(1-ш+ки)(1+(к—1)2)" 
k=j+1 1-8 l+ 
(+(—D4)' Стась y, J= “a EENS 
由 此 得 到 | 
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222 1-|| 

CD | 

1-8 ° | | 
е - 

ЕП 


. V(k-1 
r<R= min Tr sm aN „К=]+1,/+2, 
К1-8-(1-(-1)”” 8)! 


证 毕 . _- 
定理 4.8.8， 设 c>-1, f, e PT; (m,n, j iÀ, H, В), 定义 
Е(г)= Қӯ,)= [(А)+(—1)”1(&„) (4.8.15) 
其 中 ' 
1(n)= Œ Taoan цв.) = t'g(t)dt. (4.8.16) 
© Zz 
则 F(z)e РТ; (m,n, j ;A, 4, В). 


证 设 c>-1, f, e РТ; (тп, jA, B), № (48.15》 和 (4.8.16) 式 ， 得 到 


_ а: 1)" ("з ctl lat (авт) 
ғ()=10,)=2- У, 1 +(— БЫ +(—1 ү“ |2 
利用 定理 4.8.2， 我 们 有 
О е 1 
> (0-94 -p(1-u+ku)(1+(k-1)4} |+ 
К=]+1 


(G+) 4)" pl1- -u+ku)(1+(k- рд ) | 


< У (к) JAY" 1-и) (106-0) )"ја|+ 


к= јн 


(наг ar siett aJe a-a 


А 


由 定理 4.8.2 可 知 F(z)e PT; (m, n, j Au, В). WEHE. 
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а 
1. 设 y/ 为 非 零 复数 时 ， PH 台 函 数 类 


mae- | 20 але)" 


的 性 质 | z Т 
2. ERAK C, (с,о, В), В, os(4,B,C,D) 中 的 函数 为 亚 纯 函 数 时 ， 讨 论 其 
3. pe №,0<а2р,-1<Ь<а<1,, # f (z)e A, ÑEZ 


D? f (z) _ p+[|pb+(a-b)(p-o)]c М 
р^® f(z) 1+bz 


ДИ 5, (2,а,) THORAX S, (a,b) 的 性 质 . 


4. # рє М,0< и<1,-и<т]<1,› Ж f(z)e A, RERI 


r l- pn> u| 


D#*” f (z) D F (z) 


р^ р . 
f (z) p 


`Y 


则 称 f(z)e АСУ, (4,0) .讨论 函数 类 АСУ, (дт) 的 性 质 . 


5. W jike МЕ > ја, 20488 |61). 8 82 f(z) )=:- Уа 


Ы D 内 解析 ， 且 满足 条 件 


(-:)р”" f (z)+azD" f (2) 


及 Re 一 一 一 一 一 一 一 一- 一 一 -一 一 
01)" 0+ 140+(1- 4)(1- а—:)]РУГ@) > 


其 中 忆 " 为 Salagean 算 子 ， 则 称 f (z Je H; (л, т, maB), 讨论 函数 类 (maA) 


的 性 质 ， l 
6. #e200<881, 函数 F (z) )=z+ 2a" e 5, 由 满足 条 件 | М 


+ 
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„(ДӘ vor] 


ШЖ f (z) X z —log arithmi 函数 ,。 其 全 体 记 为 LH" (B) . 论 该 类 的 性 质 . 


7. 设 w>0,0< <1, RY f(z)=z+%.a,z" e S,# Jg (z)€ LH°% (p), 189 


n=2 


гүү“ («| л 
Ёё | g (z) Е . 


WEK f (z)e СІН( В); їй 仑 该 类 的 性 质 ， 


8. 设 4>0, œe [0,1), Be (0,1], )=z+ Dr, 8 (z)= >be Мя, 


在 单位 圆 盘 DD ARI, f(z)=h+ge Sp E Sy 上 定义 Salagean AF DY : 


Df(z)= fle) Р,7()= (1-Р) А (z), DP F(z)= D.(D F(z) (A 20) | 


,. уу 


руу (а) 0790)" 078 (9 (mme N), 
其 中 ` | 
Deh(z)=z+ I]t(k DN tt,Drg(d) Уре). 


着 数 f(z)=htBe 5, йан 


(z)/ Daf (2) 
| PN ine Z= @ 


则 称 f(z)e SJ; (п, т, А, о, В), анан ов S, (п.т, А, о, B) Ж. 


— > 8,:є D. 


9. 设 0<Q,0< B<1,b HERERO 若 函 数 .f(z)e Sy WERE 
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nefis -a ADE, агр) 
2 
其 中 的 Dih 和 Dig 适合 (4.6.2) 式 ， 则 称 f (z)e SHP, (Ьа, В). 
ЖЖ у =h+ge SHP па, в), мате) адан 
)= 2- Ха ©=--Уһ аб 


则 称 f(z)e SHP; (b,a, p). 讨论 函数 类 SHP (b,a, В) вт, 


10. ктун pt? 如 何 将 单 叶 调 和 函数 的 性 质 推广 
到 亚 纯 函 数 类 ? 从 简单 的 函数 考虑 . 
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